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Prefacio

Estas notas foram preparadas para o curso de Analise Complexa do 2020/2 (Mestrado) na
UFMG. Os estudantes transcriberam e melhoraram umas notas manuscritas que foram
providenciadas, e no final eu (Pablo) fiz uma revisao do material. Naturalmente, qualquer
erro que tenha nelas é minha responsabilidade.

O curso tem como bibliografia basica [1],[2] e [3].

A parte de geometria hiperbolica (por exemplo, o teorema de uniformizagao) encontra-se
em notas aparte.
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Capitulo 1

Introducao

Este capitulo serve apenas para introduzir alguns dos temas que estudaremos, sem muita
formalidade, e sem fazer defini¢oes precisas. Para isso serd o curso.

Se o leitor encontra o material confuso, recomendo comecar diretamente pelo segundo capi-
tulo e voltar depois de estudar as partes basicas do curso. Por outra parte, o curso assume
familiaridade com um curso basico em variavel complexa a nivel de graduacao.

1.1 Analise Complexa

O estudo dos subconjuntos do plano C e as funcoes definidas neles tem varios aspeitos,
todos interrelacionados. Entre eles

e algébricos
e analiticos
e geométricos
e dindmicos

Vejamos alguns exemplos.

1.2 Aspeito algébrico

O polinémio p(z) = #2+1 € R[] é irreduzivel (pois nao tem zeros em R). Por tanto,
Rlz]
(p(2))

¢ uma extensao de corpos de R. Dado f(z) € R[z] podemos escrever-lho como

f(x) =g(x) - p(z) + (a + bx)

e por tanto sua classe em C é [f(z)] = [a + bx] == a+ b - i, onde i = [z]. Como p(z) é
irreduzivel, {1,4} sdo linearmente independentes sobre R, e por tanto, como R espagos
vetoriais, C &~ R%. Por outro lado, ¢ facil verificar (utilizando que i = —1), que o produto
é dado por

(a+bi) - (c+di) = ac — bd + (ad + be)i.
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Como extensao de corpo, C = R[i|, é dizer, apenas adicionamos a raiz ¢ do p(z). Porém,
um fato central na algebra é que na verdade adicionamos todas os zeros dos polinémios
em R, e ainda mais, de todos os polinémios com coeficientes em C.

Teorema 1. C ¢ algebricamente fechado: se f(x) € Clx] tem grau > 1 entao f(x) tem
um zero em C.

O teorema anterior é simples de provar com anélise complexa, mas bem complicado de
demostrar utilizando apenas métodos algébricos.

1.3 Aspeito analitico

Seja U C C um dominio (:=aberto, conexo), e f = u + vi : U — C. Possivelmente o
teorema mais importante em analise complexa é o seguinte.

Teorema 2. As condigoes 1,--- ,6 abaixo sdo equivalentes.
1. f € holomorfa em U: para todo z € U existe f'(z).

2. f € analitica em U: para todo z € U existem r, > 0 e {a,}, C C tais que

lw—z| <r,= flw) = Zan(w —z)"

n=0

3. u,v sao classe C* e satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann em U,

4. Se U C U ¢é simplesmente conexo, entao existe F': U — C holomorfa com

F'(2)=f(z) VzeUlU.

&

. € continua em U e para toda curva fechada v em U, diferencidavel por partes,
temos
/ f(z)dz.
v

6. Se D(a,7) = {z: |z —a| <7} C U, entio para todo z com |z — a| < r temos

f(z) = %/ wf<iu)zdz Y [0,27] = C,7,.(0) = a + re®.

A primeira parte de nosso curso é dedicada a estabelecer este teorema, algumas generali-
zacoes e aplicagoes.



1.3.1 Funcoes harmonicas

Dado U C R? dominio aberto, e u : U — R de classe C?, dizemos que u ¢ harmoénica se é
solugao da equacao de Laplace

Pu  O*u

A = — _— =
“ 8x2+8y2

0

em U. Para uma funcao f = u+iv : U — R? podemos extender naturalmente esta nocao,
¢ declarar que f ¢ harmonica se u e v sao.

Un fato fundamental do analise é que se f é holomorfa, entao f é harmoénica. Perceba,
por outro lado, que o fato de f ser holomorfa é mais forte pois suas componentes u e v
tem que satisfazer certas relagoes (as equagoes de Cauchy-Riemann).

Como uma forma de reciproco, temos que se u : U — R é harménica e D(a,r) C U, entdo
existe f : D(a,r) — C holomorfa que satisfaz R(f) = u|D(a,r). Este fato nos permite
utilizar a teoria de funcoes holomorfas para estudar funcoes harmonicas

Ezxemplo 1. Seja u : D(0, R) — R harménica, z € D(0, R), entao para todo |z| <r < R,
1 2T 0 ,,,.2 _ |Z|2
= — ' ——  df
U(Z) 271_/0' u(?“e ) |T619 _ Z|2

kernel de Poisson

1.3.2 Teoria Analitica de Nameros

Dado z € R consideramos

m(z) = #{p primo : p < n} (=Y _p).

p<z

A famoso teorema do ntimero primo fala o seguinte.

Teorema 3 (TNP).

ﬂ—>1
z/logr w—oo

Existem varias demostragdes deste teorema (algumas incluso atuais), mas uma que é
particularmente reveladora segue a seguinte linha. Consideramos a func¢ao zeta de Rie-

mann,
oo

((s) ::Z% s =0 +it.

n=1

Por um calculo direto verificamos que ( é analitica para o > 1.

Observagao. Se s = o real,




Temos o seguinte resultado devido ao Eiiler.

Teorema 4.

o= I —

1—p*
p primo p

Segue-se em particular que ¢ nao tem zeros se ¢ > 1. O Eiiler considerou apenas valores
s € R: foi o Riemann quem entendeu a importancia de considerar ( para valores com-
plexos, e como esto darfa uma prova do TNP. Por outra parte, Riemann nao conseguiu
completar a prova, o qual foi feito tempo depois pelo de La Vallée Poussin.

Antes deles, o Chebycheff (utilizando ingeniosamente o método das somas parciais do
Abel) tinha demostrado que

I _
TNP & 3}1_{{)10 = 1 ¢(z) = ;A(n)
onde A(n) é a fun¢do de van Mangoldt,
1 — ok
0 em outro caso

Chebycheff também demostrou que ¥ (x) = O(x), porém nao conseguiu calcular o li-
mite.

Breve ideia da prova do TNP. O primeiro que se faz é estabeler que ((s) — ﬁ pode se
extender de forma analitica ao plano R(s) > 0. Isto implica que ((s) é meromorfa neste
plano, com um polo simples em s = 1 de residuo

Res(¢,1) = 1.

Depois se demostra que ¢ de fato nao tem zeros na linha R(s) = 1, e por tanto
!
¢ ¢ analitica no conjunto {s: Re(s) > 1,s # 1}.
Com isto de deduz que s = 1 é um polo simples de %, com Res(%, 1) = 1. Utilizando
novamente somas de Abel, pode se calcular que

¢'(s) _ = —s—1
C(S) = /1 gb(t)t dt,
%

o que da uma representagao integral conhecida (transformada de Mellin) da fungao —%-
Para terminar se aplica o seguinte teorema Tauberiano:

se f:[l,00) - R é uma O(z) quando z — oo e

g(z) = z/loo f(x)z"tdx

c
z—1

existe para R(z) > 1, e g(z) —
entao

extende de forma analitica numa vizinhanga de z = 1,

lim @)

T—00 T

O anterior implica que lim,_,, @ =1, e pelo teorema do Chebycheff, segue se of TNP.
[ |



1.4 Aspeito geométrico

1.4.1 Subconjuntos simplesmente conexos do plano

O seguinte é um teorema fundamental da geometria e topologia.

Teorema 5 (Riemann). Suponha que U € o interior de uma linha poligonal fechada em C.
Entao existe uma fungao holomorfa f: U — D = {z : |z| < 1}, com inversa holomortfa.

O teorema anterior é de fato muito mais geral: basta U ser simplesmente conexo, U # C.
Este ¢ de fato um teorema geométrico, pois o fato de f ser bi-holomorfa (holomorfa, com
inversa holomorfa) nos diz que f preserva angulos.

A demostragdo de este teorema (que veremos nosso curso) segue um roteiro analitico.
Consideremos
F=A{f:U — D: f holonorfa e injetora}.

1. F # 0: é facil construir uma funcao h : U — C tal que sua imagem nao interseta
algum disco D(0,r). Assim, ¢(z) = 7y define uma fungao em F.

2. Seja A = sup ;| f'(w)|, onde w é algum ponto em U. Com a teorfa que veremos

no curso nao sera dificil mostrar (um argumento de compacidade) que existe fy, € F
com f'(w) = A.

3. A parte central do argumento consiste em mostrar que f; é sobrejetora. Argumen-
tando por contradicdo, assumimos fo(U) =V € D. E um fato que demostraremos
em nosso curso, que existe uma métrica dp em D (a chamada métrica de Poincaré)
tal que se h : D — DD é holomorfa, e h nao é um quociente de mapar lineares ZZZIS’
entao

Vz,w e D, dp(hz, hw) < dp(z,w).

A fun¢ao g : D — D definida por g(z) = 2? é holomorfa, e sem pérdida de geralidade
podemos supor que 0 € V', por tanto podemos considerar a inversa da g, v/z : V —
D. Como 0 ¢ V, v/z define uma funcao holomorfa, e por tanto contrai a métrica
de Poincaré. Isto nos diz que g expande a métrica de Poincaré; assim a fungao
go fo: U — D estd em F, e por um argumento elementar |(go fy) (w)| > fo(w) = A,
o que é absurdo.

1.4.2 Geometria hiperboélica
O plano de Lobatecheski (ou, plano hiperbolico) é H = {z € C : &(z) > 0}. Nele,

. e . 24 g2 . I
podemos considerar a métrica riemanniana %. Esta é uma métrica completa em H,
de curvatura constante = —1, e os tragos das geodésicas associadas sao de dois tipos




Estudaremos esta geometria (geometria hiperbdlica); mostraremos por exemplo que o
grupo de isometrias associado é
az+0b

{M,MoT:M(z)= ot d M nao constante, T'(z) = —Z}.

O mapa ¢ : H — D, ¢(z) = Z; ¢ um bi-holomorfismo (transformada de Cayley), e envia a
métrica hiperbélica na métrica de Poincaré antes referida. As geodésicas no disco sao da

forma C'ND, onde C' é uma linhea reta passando pelo centro, ou um circulo L & fronteira

de D.

1.4.3 Curvas algébricas

Concluimos enunciando um teorema (que no demostraremos neste curso) que mostra
claramente a interacao entre os aspeitos algebraicos, geométricos e analiticos. Diremos
que R é uma superficie de Riemann si é uma superficie no sentido usual, e tem um atlas
tal que suas mudancas de coordenadas sao fungoes bi-holomorfas.

Por outro lado, V' C PC? é uma curva algébrica se é uma variedade projetiva de dimensao

complexa um: V se obtem como conjunto de zeros de polindmios homogéneos definidos
3

em C°.

Teorema 6. Se R ¢ uma superficie de Riemann compacta, entio existe V C PC? curva
algébrica e ¢ : V. — R analitica.



Capitulo 2

Funcoes Holomorfas

2.1 Funcoes Diferenciaveis

Notas por Bruno de O.

Definigao 1 (Diferenciabilidade em R™). Seja f: Q — R™ em que 2 C R™ é um aberto
conexo. Dizemos que f é diferenciavel em p € () se existe uma transformacao linear
T, € L(R",R™) tal que':

1F(p +v) = f(p) = Tp(0)]| = o(llv])); (2.1)

quando v — 0. De forma equivalente,

)~ f) = )]
8 ol

—0. (2.2)

Observagao. Se a transformagcao linear 7, existe, ¢ tnica.

De fato, se T' e T" satisfazem a condigao (2.2), por desigualdade triangular concluimos
que:

Tw) =T
T - Tl
v=0 o]
Assim, para cada w € R”, temos:
G ali
g IT00) =T C00)|_
t=0 [t [[wll

de onde segue que T'(w) = T"(w).

Nota. Usaremos a notacao d,f = T).

!Sejam E, F espagos vetoriais. Entdo L(E, F) é o conjunto das transformagoes lineares de E para F.
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Ezemplo 2. Sen =2 em = 1 temos que d,f € L(R* R). Consideremos as transformagoes
lineares dz, dy € L(R?* R), cujas agdes sobre um vetor v = (v,,v,) € R? sdo dadas por:

dz(v) = vy,
dy(v) = v,.
Agora suponha que T = adr + fdy = 0, onde «a e 3 sdo coeficientes reais. Temos

que T(1,0) = o« = 0 e T(0,1) = 8 = 0. Logo {dz,dy} é um conjunto linearmente
independente. Sendo dim £(R?,R) = 2 como espaco vetorial sobre R, concluimos que
B = {dx,dy} ¢ base de L(R? R). Expandiremos d,f em termos dessa base:

dpf = a(p)dz + b(p)dy,

com a(p),b(p) € R. Os coeficientes sao tais que:

alp) = d,1(1,0) = 2L (p),

) = duf0,1) = 5 o).

Entao temos a expressao:

dof = L (o) e+ Y

o) dy 23)

Observagao. Precisamente devemos escrever d,r = d,m,.

Convengao: Neste curso (em sua grande maioria) estaremos interessados no caso m =
n = 2 e, consequentemente, nas transformagoes d,f € L(R?* R?) = L(R?). Além disso,
como espagoes vetoriais sobre R, identificaremos R? ~ C da forma natural: (a,b) ~
a+ bi.

Definigao 2 (As transformagoes R-lineares dz,dz : R? ~ C — C). Seja v = a + bi € C.
dz(v) = a+bi=w,
dz(v) = a—bi = 0.
Afirmagao 1. O conjunto {dz,dz} é base de L(R?) sobre C.
Demonstragao. Sejam «, 3 € C. Considere T' = adz + fdz = 0. Temos que T(1) =
a+B=0eT(i)=1i(a—B) =0. Segue que o = 3 = 0. Além disso, L(R?) ~ R* ~ C? ¢

um espago vetorial de dimensao 2 sobre C. |

Segue como consequéncia da definigdo (2) e da afirmagao (1) quese f: Q CC — C
¢ diferenciavel em p € (2, entao:

dpf = a(p)dz + B(p)dz. (2.4)



Vamos determinar os coeficientes complexos a(p) e 5(p). Escrevemos f(p) = u(p) + iv(p)
com u,v € R. Por um lado, da equagao (2.4) junto a Defini¢ao 2 segue que:

dp f(1) = a(p) + B(p),
dp [ (1) = i(alp) = B(p)). (2.5)

Por outro lado, sob o ponto de vista da identificacao R? ~ C:

dpf(1) = dpf(1,0) = fu(p) = ua(p) + 1v2(p),
dpf (i) = dpf(0,1) = fy(p) = uy(p) +ivy(p)- (2.6)

Das relagoes (2.5) e (2.6) concluimos que:

afp) = LW thie), 9T

sip) = PO,

de forma que:

( )-dz+ 8,2( p)-dz (2.7)

Se f: Q c C — C é diferenciadvel num ponto p € 2, entao podemos expandir d,f €

L(R?) em termos da base {dz,dz} e afirmarmos que existem as derivadas g(p) e %(p)

0z

Além disso, pelo critério de diferenciabilidade como apresentado na Defini¢ao 1, temos
que:

11+ 0) = 1) = ) = | 10-+0) - 50) - L0~ L o]

= o([lvl); (2.8)

quando v — 0. Reciprocamente, se existem coeficientes complexos « e 3 tais que:

If(p+v) = f(p) —a-v—=5-2] = o([v]),

of
9% (p) e

quando v — 0, entao, por unicidade, f é diferencidvel em p € Q com a =

5= )

Se identificarmos os espagos L(R?) ~ Matyy»(R), podemos escrever a transformacio
linear d,f, derivada de uma funcao f = u + v em sua forma matricial como:



Segue que det d, f = (uyv, —u,v;),. Por outro lado, quando analisamos a diferenca:

S| - |50 =5 102~ 8ot ih) ~ Gt )T - 1)

= mefy - nyfm

= (UzVy — UyVz)p,

concluimos que:
aertdy) = | S| -

2.2 A Algebra £(R?)

Notas por Pedro B.

Como vimos, existe uma inclusao candnica de anéis

C — L(R?)

. (a —b)
a-+bi—
b «a

que nos permite fazer a seguinte identificagao £(R?) = C2. Esse espaco vetorial complexo
tem dimensao 2, por isso vemos que dz e dz é uma base para tal. No que se segue usamos
essa identificacdo para estudar os endomorfismos lineares de R2.

O Determinante

Dada uma transformagao linear L € £(R?), L se escreve como

L =Adz+ Bdz, A,B€C (2.10)

pela discussao anterior. Seja A = a +1b e B = x — 1y, assim, via nossa identificacao,

temos que
GG
b a Yy
Como
10 _ (1 0
dz-(o 1) e dz—(o _1>
vemos que

logo concluimos que

det(L) = a® + b* — (2® + 9%) = |A]> — |B]*. (2.11)

Podemos visualizar L em termos de A e B olhando sua agao em vetores da base {1,i},
como ilustrado na figura abaixo.
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i(A-B)

A+B

Figura 2.1: Ag¢ao de L nos vetores da base.

Demostracao geométrica E possivel fazer uma demostracio do fato anterior utili-
zando a definicao geométrica de determinante. Para z = 2z; + 120, w = wy + 1wy € C
definimos

ZNANW = Z1Wy — ZoW].

Perceba que |z A w| coincide com a norma do produto vetorial de z,w como vetores do
plano. Por outro lado, o produto escalar complexo zw pode se calcular como

20 = (z,w) —i(z A w)

onde (z,w) = zyw;+29ws € 0 produto escalar Euclideo em C. Tomando z = L(1), w = L(7)
temos

2w = —23(AB) —i(|A]? — | B|?)
Daqui,
1. det L = L(1) A L(i) = |A]? — | BJ%;
2. (L(1),L(7)) = —2S(AB). Se A # 0 entdao L(1) L L(i) & B =7A com r € R,
A agao de L(R?) em circulos.

Agora vamos estudar como figuras sao deformadas por uma transformacao linear. Seja
L,=dz+ pdz, pel0,1)
usando a representacao polar de um ntimero complexo z = re?? = r(cosf + isin @),
L(2) = Lu(re®) = r[(1 + p) cos @ +i(1 — p)sin ] (2.12)

que a equacao de uma elipse para r fixo. Assim, L mapeia circulos em elipses; note que
o semi-eixo maior é a imagem do intervalo [—r, 7], e 0 semi-eixo menor é a imagem do
intervalo i[—r, r].

Suponha agora que L = Adz + Bdz, com |A| > |B], de modo que det(L) > 0. Seja

A ‘
5= pe'®, com p € [0,1) e a € [0, 27)

entao podemos escrever L como

B ‘
L=A(dz+ Zdz) = A(dz + pe*dz)
= Ae?(e7 20y 4 pe/?dz).

11



Com isso vemos que L se escreve como
HoRoL,oR

onde R = e7/2dz, que é uma rotacio, L, ¢é a transformacao discutida anteriormente,
e H o R’ corresponde a expansao e rotacdo associada com a multiplicacdo por Ae*®/2.
Com isso, vemos que L também leva circulos em elipses! De fato, expansoes e rotagoes
preservam circulos, e nossa transformagao L, leva circulos em elipses. Essa elipse pode
ser determinada (a menos de rotagoes e expansoes) por meio da razao de seu eixo maior
por seu eixo menor, por isso, vale a pena a seguinte definicao.

Definig¢ao 3. Seja L = Adz + Bdz com |A| > |B|, entao definimos

_ |semi-eixo maior|  1+4+u  |A[+|B|

K(L) = _ _ _
(L) |semi-eixo menor| 1—pu  |A| —|B|

Note que nessa definicao precisamos que L seja um isomorfismo que preserva orienta-
¢ao, porém a ideia geométrica continua valida quando L nao preserva orientacao, nesse
caso, basta inverter a ordem da base candnica em R? (fazer uma reflexao), de maneira a
“forcar" L a preservar a orientagao.

Funcoes Diferenciaveis

Como comentado vemos que L(S') ¢ uma elipse com razao entre seus eixos dados por
K(L). Dada uma fungao diferenciavel f : U C R?* — R? cuja a derivada é um isomorfismo
que preserva orientagao em p € U, podemos pensar que f manda “circulos infinitesimais
em p"em “elipses infinitesimais em f(p)", ja que perto de p € U, f se aproxima (a menos
de uma translacao) da transformagao d, f.

Como visto anteriormente,

of
0z

w)dz+ L )z

dpf = BE

de modo que

_ 10:F(p)[ +10:/(p)]
10-f(p)| — 10:f (p)|"

O valor acima representa o quanto f deforma circulos infinitesimais, por isso definimos o

seguinte.

Ky(p) := K(dy(f))

(2.13)

Definicao 4. Para f : U C R? — R? uma funcao diferenciavel cuja a derivada em p ¢
um isomorfismo que preserva orientacao, definimos

_ 10:f(p)| +19:1(p)|
10-f(p)| — |0:f(p)]

Ky (p)

como a distor¢ao de f em p.

Observe que Kf(p) > 1 e que

Ki(p) =1 < 0.f(p) = 0.
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Quando isso ocorre, f preserva circulos infinitesimais, e sua derivada em p se escreve
como
of

4o = S (p)dz,

Nesse caso d,f ¢ uma transformacao conforme, isso é, que preserva orientacao e angu-
los. Podemos pensar em transformagoes conformes como um generalizacao do grupo de
matrizes ortogonais com determinante 1 (SO(2)). Caso além de preservarem angulos e
orientacoes, tais transformacoes também preservassem distancias, elas seriam exatamente
o grupo de transformagoes ortogonais de determinante 1!.

Notas por Victor J.

Defini¢ao 5. Dizemos que f : U C R? — R? é conforme em p € U se f é diferenciavel
emped,f:

e preserva orientagao;
e preserva angulos entre vetores.
Dizemos que f é conforme em U se é conforme em todo p € U e injetora.

Coroléario 7. Seja f : U C R? — R? diferencidvel e injetora. Se % =0c¢ g—ﬁ £ 0, entdo
f € conforme.

Demonstragao. Uma vez que para todo p € U d,f = Ad, (A = %(p) # 0). Temos
det(d,f) = |A\2 > 0 e dados v,w € R? d,fv = Aw, d,fw = Aw, com isso Lv,w =
Zdyfov,dyfw. [ |

2.3 Funcoes Holomorfas

Definigao 6. Uma fungdo f : U C R? — R? ¢ holomorfa em p € U se existe f/'(p) € C
tal que:

fp+v) = f(p)+ f'(p)v+o(v) (2.14)
para todo v € R? tal que p +v € U. De forma equivalente, vale que:

lim flp+v)—f(p) = f'(p)v

v—0 v

=0

Dizemos que f é holomorfa em U e notamos f € H(U) se é holomorfa em todo p € U.

Em alguns textos diz-se que f é derivavel no sentido complexo ao se referir a uma funcao
holomorfa.

* ~ ~ z - c . 8
Proposigao 8. f € holomorfa em p <= f € diferencidvel em p e a—{;(p) =0.

Demonstragao. Se f é holomorfa em p, basta tomar T, = f'(p).dz e teremos a diferenci-
abilidade de f pelas equacoes 2.1 e 2.14. Pela unicidade de 7}, temos que % p) =

Por outro lado se f é diferenciavel em p e %(p) = 0, entdo tomando f'(p) = 2L (p) temos
o resultado da mesma forma ao anterior. |
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Neste caso, portanto, sabemos calcular a derivada de uma funcao holomorfa f a partir de
suas derivadas parciais da seguinte forma:

of

Fw) =2 = f+(p) —ify(p)

2 9

e como %(p) = 0, temos f,(p) = —if,(p). Ao escrevermos f = u + iv, onde

u,v: U C R? = R sao suas funcoes coordenadas. Temos a seguinte relacao:
f'(p) = fo(p) = ua(p) + iva(p)
= —ify(p) = vy(p) — tuy(p)

Tais relagoes sao conhecidas como as Equagoes de Cauchy-Riemann, podendo ser escritas
das seguintes formas equivalentes:

of : us(p) = vy(p)

—=(p)=0,  fulp) = —ify(p), { ! 2.15

Lo =i, (215)
Com isto, dada f holomorfa no ponto p, temos d,f = f'(p).dz preserva angulos e

det(d,f) = |f’ (p)\2 > 0. Dessa forma, a funcao f ¢ conforme em p. Mostraremos que vale
a reciproca.

Proposigao 9. Se uma funcio f : U C R? — R? € conforme em p € U, entio [ €
holomorfa em p.

Demonstra¢ao. Como f é conforme em p, se d,f = Adz + Bdz, com A, B € C, entao:
det(d,f) = |A? = |B* >0=A#0

Dado v € R?, temos d,f.v = A.v + Bu, logo:

dp_'v = A+ Bg
v v
Como d,f preserva angulos, arg(dpvﬂ) nao depende de v, e como arg(%) = 2arg(v),
concluimos que B = 0, isto é:
of
L (p) = 0.
55 )

E portanto f satisfaz as Equagoes de Cauchy-Riemann e com isto f é holomorfaem p. W

Observagao. Se f'(p) = re?, podemos identificar a transformacao d,f = f'(p).dz, como:

cosf) —sinf

dyfv=r 2V
2 <sin 6 cosf )

Da matriz da transformagao identificamos as Equagoes de Cauchy-Riemann:

Uy = vy = cosl, u, =—v, =sinb.

Além disso, tal matriz é ortogonal, justamente tais matrizes preservam &angulos entre
vetores.
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Notas por Igor Soares

Relembrando a defini¢ao de fun¢ao holomorfa [6]. Uma fungao é dita holomorfa se para
todo ponto de seu dominio esta funcao é holomorfa neste ponto. A seguir temos um lema
que demonstra algumas propriedades da derivada de func¢oes complexas:

Lema 10. Sejam f,g: U — C holomorfas. Valem:
1. Seja a € C, f+ ag € holomorfa e (f + ag)'(p) = f'(p) + ag'(p)
2. f-g € holomorfa e (f - g)'(p) = f'(P)g(p) + f(p)g'(P)

3. Se ¢'(p) # 0 entdo (i)/(p) _ I (P)g([l;)(;)ﬁgp)g ()

Demonstragao. Sera feita a demonstracao somente do primeiro item, os outros itens a
demonstracao ¢ analoga.

Pela defini¢do de fungao holomorfa [6]:

Logo,

(f +ag)p+v) = (f +ag)(p) — (f +ag')(p) - v=o(v)

Como queriamos.

Uma consequéncia da primeira propriedade do Lema anterior é o fato que H(U) é um
espago vetorial sobre C, mais que isso, ¢é facil ver que H(U) herda dos complexos as
propriedades de associatividade (da soma e do produto de fungdes), a distributividade
e comutatividade (da soma e produto), portanto H(U) é um anel comutativo com as
operagoes de soma de fungoes e multiplicagao de fungoes, além disso o produto de fungoes
¢ compativel com o produto de escalares, um conjunto com tais propriedades se d&4 o nome
de algebra sobre C.

Sobre um anel é natural pensar quais sao os elementos invertiveis, chamados de unida-

des.

Uni(H(U)) ={f € HU)|f(p) #0 Vpe U}
Proposicao 11. (Regra da Cadeia)
Sejam f,g € H(U), entao foge H(U) vale a regra (f o g)'(p) = f'(9(p)) - ¢'(p)
Demonstra¢ao. A demonstracao é analoga a demonstragao feita no lema anterior [10] e

seré deixada como exercicio. [ |

15



Agora veremos uma definicao analoga ao difeomorfismo:

Definicao 7. Uma funcao f: U — V, U,V € C é dita bi-holomorfa se satisfaz:
e f ¢ bijetora.
e f. ! sao holomorfas.

Em particular, se uma fungao é bi-holomorfa, temos:

flof(z) =2
(o) () =(fT") o f(z) fl(z) =1

Ou seja, (f71) o f(2) #0 e f'(2) # 0, entao por [7] temos que se f é bi-holomorfa entao
¢ uma funcao conforme.

Agora veremos um teorema que da condicoes simples para que a fungao seja bi-holomorfa

em uma vizinhanga.

Teorema 12. Seja f € H(U), tal que f'(p) # 0, entao existem abertos A, B, pe A C U
e f(p) € B C f(U) de forma que a restricio f: A — B € bi-holomorfa.

Demonstragdo. Sabemos que det(d,f) = |f'(p)|* > 0, além disso f € C'(R? R?) logo pelo
Teorema da Funcao Inversa, existem A, B abertos tais que p € A, f(p) € B, e a restrigao
f A — B é difeomorfismo.

Para terminar a demonstracio basta mostrar que a inversa f~! ¢ holomorfa, para isso
vamos mostrar que a inversa satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann [2.15].

Toma g € A, entao a matriz jacobiana no ponto ¢ é:

U. U
M= (77 V) =x0
=),

Onde O é uma matriz ortogonal e A € R.

Além disso, sabemos que a matriz jacobiana da inversa (no ponto f(q)) é igual a inversa
da matriz M,. Ou seja,

-1 —1-1
M, =\"0

Onde O~! é uma matriz ortogonal. Assim M, ! também é uma aplicacao conforme e
portanto satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann.

Observagao. Se f'(p) # 0 para todo p € U nao podemos concluir que f é injetiva em todo
oU.

Um contra-exemplo é a func¢ao exponencial f(x+iy) = e*(cos(y)+isen(y)), cuja derivada
¢ ela propria (e* # 0), porém ¢é periodica f(z) = f(z + 2im).
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Capitulo 3

Integracao

3.1 Formas Diferenciais

Notas por Bruno O.

Padronizaremos as seguintes notacgoes:

C=CU {0},
C* =C - {0},
C* =C - {0}.

Dado um aberto U C @,
Definicao 8. uma 0-forma em U ¢é uma funcao continua f: U — Ce,
Definigao 9. uma parametrizagao local em U ¢ um difeomorfismo ¢ : A — B entre
abertos AC Ce B CU.
Como exemplos para a Defini¢ao 9, citamos:
1. Se U C C, ¢ =1d: U — U é uma parametrizagao local.
2. Sejam U =C*, A=R x (0,27) e B=C — R>¢. Entdo ¢ : A — B tal que
o(r,0) = e" cos(#) + ie" sin(6)
¢ uma parametrizacao local.
3.S¢jaU=C,A={z€C : |z|=1}eB={2€C : |z| > 1} U{oo}. Temos que
1/z, sez#0
-
oo, sez=10
é uma parametrizacao local.

A inversa de uma parametrizacio local ¢ damos o nome de carta local. E usualmente
denotada por z: B C U — R onde

z:B—R

z = x + 1y em que
yemd {y:B—>]R.
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3.1.1 1-Formas

Definigao 10. Uma 1-forma w € Q'(2(B),C) em U ¢é uma escolha, para cada carta local
z: B C U — C, de duas fungoes continuas f, g : z(B) — C, para as quais escrevemos

w = fdx + gdy.
Além disso, as escolhas devem satisfazer a seguinte condicao de compatibilidade:

e Sejam

7:B—C,
cartas cujos dominios B, B tem intersecao nao nula. Escrevemos a 1-forma w em
coordenadas z e Z, respectivamente, como
w = fdx + gdy
= fdi + gdy.

Entao deve ser verdadeira a relacao:
V’(z)}: E & [ﬂz(z»]_
9(2) o 5| Laz(2)

FExemplo 3. Seja U = C, consideramos duas parametrizacoes:

z: B=U — C, (Identidade)
2: B=C\Rsy— R x (0,2n)

tal que Z271(r,0) = e"cosf + ie"sinf. A mudanga Z — z é equivalente as identidades
x = rcos ey = rsinf. Assim, podemos escrever a l-forma w, definida a seguir, em
ambas as coordenadas.

w = e*dx + sin(xy)dy
39 (cos dr — 1 sin Bdf) + sin(r? sin @ cos @) (sin fdr 4 r cos 0d6)

=e
= ("% 4 sin(r? sin @ cos 0) sin §)dr + (1 cos A sin(r? sin 6 cos §) — re” “*? sin §)db.
Se temos duas cartas locais

2:B—C,
tais que BN B # 0, denominamos o difeomorfismo
202 1:3BNB)— 2(BNB)

por mudancga de coordenadas (correspondente) (ver Figura (3.1). Para tal, usaremos
a notagao z — z. [lustremos com um exemplo simples. Seja U = C. Definimos as cartas
locais
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p':B=C"=>C $:B=C">C
_>{1/z, z # 00, Z—rz
4

0, zZ =00

A mudanca de coordenadas é trivialmente o difeomorfismo

po¢p™': BNB=C"—C*
z—1/z,

que mapeia um numero complexo em seu inverso.

3.1.2 2-Formas

Novamente, seja U C C um conjunto aberto.

Definigao 11. Uma 2-forma w € Q%(2(B),C) em U ¢ uma escolha, para cada carta local
z: B CU — C de uma fun¢ao continua f: z(B) — C para a qual escrevemos

w = fdx N dy.

Além disso, se z e Z sao duas cartas locais, a seguinte condi¢ao de compatibilidade deve
ser satisfeita:

f(2) = [(2(2)) det A,

oz Oy
em que A = gi gg;] a matriz jacobiana da transformagdo Z — z(2), apresentada na
aj 9y

Definigao (10).

2

0z
T

Observagao. Se a mudanga Z — z(Z) ¢ holomorfa, entao det A =

Notas por Pedro B.

Deixe M denotar qualquer aberto de algum dos espacos C, C*, C ou C*. Mesmo que nao
saibamos diferenciar na esfera de Riemann podemos usar os homeomorfismos locais

1 4
p=—:C"—C
z

onde 1/00 =0, e

¢ :=id: C - {o0} — C
para pensar nos pontos de C como pontos de C. Chamamos esses homeomorfismos juntos
aos seus dominios de cartas. Observe que a mudanca de coordenadas 1) o =1 é holomorfa
e um difeomorfismo na interse¢ao dos dominios das cartas. De maneira geral, em M, para
cartas em um mesmo aberto U C M, a mudanga é um difeomorfismo (por defini¢ao de
cartas!).

Como vimos, uma forma em M ¢ uma escolha de para cada carta (¢,U) de M uma 1-
forma em (U), isso ¢, uma fungao continua w : p(U) — Q' (R?, C), sujeita as condigoes
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UcCM

Figura 3.1: Ilustracao da mudanga de coordenadas.

de compatibilidade. Definimos uma forma dessa maneira pois na verdade gostariamos
de ter uma forma em M como um todo, porém nao temos como falar de formas em M,
j& que nao sabemos como os espagos tangentes de M sao, ao contrario de C, onde todo
espaco tangente é C! Vemos que a condi¢cao de compatibilidade da escolha de formas se
resume a dizer que essas escolhas de formas sao invariante por pullbacks de mudancas
coordenadas.

Definigao 12. Seja w € QF(R",C), e seja f : U C R? — R™ uma funcio de classe C*,
definimos o pullback de w por f, denotada por f*w € Q¥(U, C), como

(f*w)m(vb s 7/Uk) = wf(m)(dmf<v1)7 s >dmf(vk))
E imediato de nossas defini¢coes o seguinte resultado:

Proposicao 13. Seja w uma k-forma em M, k =1 ou 2. Sejam (¢, U) e (p,U) cartas no
mesmo dominio U, e sejaws € QF(¢(U), C) a escolha de forma para e w; € QF((U),C)
a escolha de forma para ¢, entao

wy = (Yo ) *wi.

Caso isso nao esteja claro esse é um bom exercicio para se acostumar com pullbacks. Note
que nossa definicao captura a ideia de definir um objeto global' em M.

Dada uma 1-forma em M, seja w = fdx + gdy uma representagao local em uma carta,
podemos mudar a base na qual estamos representando essas formas, considere

dz = dx +1dy e dz = dx — idy
essas formas sao claramente LI, logo formam uma base, assim sabemos que

w=udz +vdz

LM & na verdade uma variedade diferencidvel, e para tais, podemos definir formas em M de maneira
abstrata e de fato a definicdo que demos para formas é equivalente a essa.
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logo, concluimos que

[ —1g _ fHtig
e |V = .

2 2

Podemos fazer o mesmo para 2-formas. Temos que

u =

dz Ndz = —2idx N\ dy

logo, se w = fdz A dy, temos que
w=gdz \Ndz

onde

9:?-

3.2 Integracao de 1-Formas
Seja
v la,b] — M
uma curva C! por partes, além disso, suponha que im(y) C B, onde B ¢ o dominio de

uma carta (B, z) de M. Vamos definir a integral de uma 1-forma em M sobre 7.

Defini¢ao 13. Seja v : [a,b] — M como acima, w = fdz + gdy a representacao local de
wem z(B) C Ce z2(t) = x(t) +iy(t) = z o y(t) entao definimos

/ . / F(0)(t) + g(=(0)g(t)dt.

Note que isso se resume a integragao de formas definidas no intervalo [a, b], de fato estamos
integrando a 1-forma

2(t)*w € Q([a, b], C).
Para tornar isso mais claro, veja que uma forma w € Q!([a,b], C) ¢ simplesmente
Wi+ iwy,  wi,wa € QY([a, b]).
Em nossa definicao de integral usamos fortemente uma escolha de representacao local

da forma em uma carta, entao naturalmente temos que mostrar que o valor da integral
independe dessa escolha:

Lema 14. Seja z,Z duas cartas associados a mesmo aberto B, entdo a integral de de
uma 1-forma w sobre uma curva Ct, v C B tem o mesmo valor independente da carta
escolhida.

Demonstragcao. Sejam wq,ws a representacao de w nas cartas z, Z respectivamente, de
acordo com a discussao acima, vemos que estamos integrando a forma

(Z © '7>*W1 € Ql([av b]v (C)

assim, basta mostrar que
(zo7)'wr = (Z07) ws.
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1

Como zo7vy =2z0Z7" oZo~ vemos que

(zovy)'wy = (2027 0 Zo7y)w
= (Z09) (z027)"(w1) = (207)"(w2).
onde estamos usando o fato que (f o g)*w = ¢* f*w. [ |

Vejamos agora que nossa definicao captura a ideia de integrar no sentido em que a curva

anda. Seja v : [0,1] — M e seja ¢ : [0,1] — [0,1] o homeomorfismo definido por

¢(z) = (1—x). Entao, vemos que 4(t) := yop(t) = v(1 —t) de modo que a curva percorre

o caminho ao contréario. Agora, observe que para uma 1-forma w € Q([0, 1], C),
Pw=—w

assim, para uma 1-forma em M representada numa carta z, chegamos em

(zo(y09)'w=—(207)w

ol

Isso captura a ideia intuitiva de calculo de se inverter os limites da integral. Mais geral-
mente, dado um difeomorfismo

logo concluimos que

p:J —1

onde I e J sdo intervalos, para uma forma w € Q(I,C) temos que

fo-]-
fo=--

se ¢ € crescente e

caso ¢ seja decrescente.

Notas por Victor J.

No caso mais geral, dada a curva C! por partes v : [a, b] — M, existe uma quantidade finita
de cartas {(zi,Bi)}le e valores t) = a < t; < --- < t;, = b tais que cada v; = y|[ti—1, ]
satisfaz I'm(v;) C B;. Podemos assim, definir a integral:

Como visto, a integral independe da escolha da carta, e portanto independe da escolha

de {(zi, B;)};

=1
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3.3 Operador de Hodge

Comecamos introduzindo para fungoes f : U C C — C de classe C*, com z: Bc C — C
uma carta fixada, o operador diferencial d : C'(U) — Q! (2(U), C)

df = fedx + fydy = 0.fdz + 0z fdz
define uma 1-forma em C. Notamos os operadores df = 0, fdz e Of = 0:fdz, temos
d=0+0.
Definigao 14. Uma carta qualquer (z, B) em U C C ¢ dita holomorfa quando:
1. se 0o ¢ B, (z, B) é holomorfa quando z : B C C — C é holomorfa (6);

2. se o0 € B, podemos assumir sem perda de generalidade que 0 ¢ B, assim (z, B) é
holomorfa se a composigao zo (a+ 1/a): B’ 50 C C — C é holomorfa.

Perceba que ao tomarmos w : B — C uma outra carta qualquer e tomamos a mudanca
de coordenadas w — z(w), temos:

0z 0z

dz = %dw + %dw.
Assim que se (w, B) ¢ uma carta holomorfa, pelas equagoes de CR (2.15) temos % =0.
Assim: 57 0 o7
z
= ——dw = ——dw.
o zow " auw'"

Dessa forma, o operador independe da carta escolhida ao utilizarmos cartas holomor-
fas. Podemos também, utilizando a estrutura holomorfa das cartas definir o operador de
Hodge.

Definicao 15. Seja w = fdx + gdy uma 1-forma qualquer, definimos o operador “Es-
trela"de Hodge como:
xw = —gdr + fdy.

Seja (z, B) uma carta coordenada holomorfa e seja w = a(2)dz + b(2)dz, definimos:
*w 1= —ia(z)dz + ib(z)dz.
Lema 15. O operador de Hodge ¢ invariante sob mudangas de coordenadas holomorfas,
isto €, se (w, B) € outra carta holomorfa e w = adw + bdw, entdo:
xw = —iadw + ibdiw.

Demonstra¢ao. Como ambas cartas sao holomorfas, a mudanga de coordenadas w +— z(w)
¢ uma fungao holomorfa do plano, assim que:

0z 0z
dZ = a—wd’w, dZ = a—wdw
Portanto:
—tadz + ibdz = —1 a% dw + ib% dw
ow ow
\.\f-/ \/
a b
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Desta forma, o operador estda bem definido e independe da carta holomorfa escolhida.
Observe que o mesmo nao é certo para cartas diferenciaveis no geral.

FExemplo 4. Dada w = udx + vdy, com u,v : C — R uma 1-forma no plano, podemos
associd-la a um campo vetorial
X = (u,v) =u(1,0) +v(0,1)
Ao olharmos para o campo vetorial associado & forma xw, temos:
Xiw = (—v,u) L X,
Sendo assim, o operador age como uma rotacao sobre o campo associado a uma 1-forma.

Se v : I — C éuma curva regular, 7 = u+1v con vetor tangente unitario X. Consideramos
o vetor normal a curva X | e para uma funcao h : C — R, sua derivada na direcao normal
é

Oh Y T
= vh7X == _h:v / ‘I" h / .
ax, ~ VA = ey gy
Concluimos que
oh

Observacao. Com este exemplo, nao é dificil notar que:
X kW= —W

FExemplo 5. Uma funcao f : U C C — C continua, com fungoes coordenada f = u + v
pode ser associada a uma 1-forma complexa como

f(2)dz = (udx — vdy) + i(vdx + udy)
= wy + 1ws,

onde wy, wy sao 1-formas reais, e é facil de ver que wy = *w;. Assim que f(z)dz = wp+ikwy,
isto é, a parte imaginéria esta determinada pela parte real da forma a partir do operador
de Hodge. Desta forma a integral:

/vf(Z)dZ:/ny_Fi/w*wf. (3.1)

Notas por Igor Soares

3.4 Integral de 2-formas

Nessa secao definiremos oque sao integrais de 2-formas, e prosseguiremos de maneira
analoga ao feito para integrais de 1-forma.

Defini¢ao 16. Seja Z : B — C uma carta local, 2 = f(z + iy)dz A dy uma 2-forma

e ¢ : [0,1]> — B uma parametrizacio de B que seja de classe C'' por partes, onde
Z(t,s) = Z(&(t, s)) definimos a integral:

Lot Oxdy Ox 0y
Q= Z — = - =
/g /0 /g (2t 9)) (Gt ds  0s 815) dids
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Teorema 16. A integral nao depende da carta escolhida.

Agora definiremos os operadores d, 0, 0.
Definigao 17. Seja w € V' (U) = { 1-formas com coeficientes C'}
e w= fdr+ gdy
dw =df N dx + dg A\ dy
=(f.dx + f,dy) A dz + (g.dx + g,dy) A dy
=(g, — fy)dz Ndy
e Suponha w = adz + bdz

Ow :=0adz + 0bdz

da ob -
_(ECM Ndz + (Edz) Ndz
0b _
—&dz A dz

e Suponha w = adz + bdz

Ow :=0adz + Obdz

da ob _
—(@dZ) A dz + (5(12) AdZ
Oa B
= — gdz A\ dZ
Podemos verificar que d = 0 + 0
- ob  Oa B
[/ 0b Oa

=(g, — fy)dx Ndy

Agora precisaremos de um teorema de anélise que nao provaremos, chamado de teorema
de Stokes.

Teorema 17. (Stokes) Seja & : [0,1]> — U de classe C* por partes. Cugjo bordo de &

(0(€)) € uma unido orientada de restrigoes de & no bordo de [0,1]* w € QY(U), (de fato é
importante que seja de classe C* e nao apenas C* por partes ) entdo:

/dw:/w
¢ o

Definigao 18. Uma forma w € Q1(U) ¢ dita:
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Exata se existe uma funcao f : U — C de classe C? tal que :

df =w
e Co-exata se xw é uma forma exata.
e Fechada se:
dw =0
e Co-fechada se :
d(*w) =

Lema 18. Se w € exata entao € fechada.

Demonstracao.
w=dg = gzdx + g,dy

dw =gzpdx N dx + ggydx N dy + gy dy N dx + gyydy A dy
= (Goy — Gyo)dz Ndy =0

Pelo teorema de Schwarz das derivadas que diz g,y = gya- [

Definigao 19. (Laplaciano) Seja f : U — C de classe C? e fixamos uma carta Z =
X + 1Y definimos o Laplaciano de f como:

o*f  0f

Podemos observar que Af = d * df = —2i00f, assim podemos concluir que o Laplaciano
nao depende da carta analitica.

Definicao 20. e Seja f sob as mesmas hipoteses anteriores, f é dita Harmonica se

Af =0

e Seja w uma 1-forma, é dita Harmoénica se localmente pode ser escrita como w = df
com f harmoénica.
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Capitulo 4

Funcoes Analiticas

Notas por Bruno O.

4.1 Poténciais Holomorfos

Diremos que uma funcao complexa f : U — C, de um aberto U C C para o plano
complexo, possui poténcial holomorfo se existe g € H(U) tal que ¢'(z) = f(z), para
todo z € U. Neste caso, ¢ imediato que a 1-forma w € Q! (U, C) definida por

w= f(z)dz

¢ exata. Isto é, w = dg. Segue que, para todo caminho v : [0,1] — U, v € C!, a seguinte
igualdade se valida:

/ f(2)dz = / dg = g(+(1)) - g(1(0)).

A integral no caminho v de uma forma que possui potencial holomorfo depende apenas
dos pontos extremos de . Naturalmente, se v ¢ um caminho fechado (v(0) = (1)), entao:

/w:O (4.1)

Dentro das hipoteses adequadas, a reciproca é verdadeira. Formalmente, provaremos o
Lema a seguir.

Lema 19. Sejaw € QY (U, R) uma 1-forma continua em um aberto conexo U. Se fww =0
para todo caminho fechado v € U entao w € exata.

Demonstragao. Fixamos um ponto zy € U e definimos a fungao real a(z) = j; w, em que
z
v, é uma curva cujos pontos inicial e final sao, respectivamente, z; e z.
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Por continuidade de w, a é bem definida. Fixamos uma carta numa vizinhanca B C U
de p € U e escrevemos w = udr + vdy em relagao a tal carta. Identificando B ~ C,
consideramos o ponto p + ¢t como um incremento horizontal em p. Consideragoes feitas,
estudaremos a expressao:

a(p+1t) —a(p)

[ et
[p.p+]
t
=3 [+~ utpa
0
pela condicao da nao variacao em y de 7, — Vp4+. Dai vem que:

a(p+t)—alp) u(p)

t
quando ¢ — 0, dada a continuidade de u. Portanto, podemos concluir que existe

i D) G0

?

< —
max [u(p + s) — u(p)| = 0

z . a z
continua. Repetimos um argumento semelhante para demonstrar que v v(p), também
Y

continua. Logo, a € C*! tal que da = udz + vdy = w. [ |

Corolario 20. “ Uma funcgao f € C(U,C) possui potencial holomorfo se, e somente se
f7 f(2)dz = 0 para todo caminho fechado v € U.

Demonstracao. Se f possui potencial holomorfo, entao f f(2)dz = 0 para todo caminho
fechado (discussao prévia a equagao (4.1)). Por outro lado por (3.1) podemos escrever

/f dz—/wf+z/*wf,

em que wy e xwy sao formas reais. Logo, pelo Lema anterior, existem funcgoes a e b de
classe C! tais que da = wy e db = *w;. Segue que g = a + ib é também de classe C' tal
que

dg = da+idb = ws+ixwy = f(2)dz.

0
A igualdade acima também nos diz que —? = 0 e, consequentemente, g ¢ holomorfa em

z
U. Concluimos que f possui potencial holomorfo g. |
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4.1.1 Funcoes harmonicas

Seja f € H(U), escrita como f = u + iv (posteriormente, mostraremos que tal condigao
implica f € C*°). Analisemos a agao do operador d x d em f:

d*df = dx* (du+ idv)
= d * [(uy + vy )dx + (uy + 1vy)dy]
= —d(uy + ivy)dr + d(u, + iv,)dy
= [(Uzz + Uyy) + i(Vzz + vyy)]dx A dy
= Au+1Av = Af.

Por outro lado, se escrevermos f = f(z), temos:

dxdf =dx* (%dz)

=d (—ig—ﬁ@)

pelo Teorema de Schwarz, visto que f € C* e pelo fato de f ser holomorfa. Comparando
os resultados inferimos que Au =0 e Az = 0. Isto é, as partes real e imaginaria de uma
fungao holomorfa sao harmonicas.

Naturalmente, podemos indagar: dadas u e v harmoénicas, a funcao complexa f = u+iv é
holomorfa? Em geral, a resposta é nao. Estudaremos um contra-exemplo para justifica-la
rigorosamente.

Ezemplo 6. Sejam U = C* e u(z,y) = In(z? + y?). Dada a simetria no argumento do
logaritmo, é facil mostrar que u € harmdnica. Agora suponha que exista v tal que f = u+iv
¢ holomorfa em U. Pelas equagoes de Cauchy-Riemann, u, = v,, de onde segue que

v(x,y) = /uzdy + ¢(z) = 2arctan(y/x) + ¢(x).

2y 2y
—_— _U.Z’ =
r? + y? r? + y?
desta forma, v nao é continua em U e, portanto, nao é harmonica em U.

Por outro lado, u, = — ¢/(x) implica ¢(x) = constante. Porém,

Lema 21. Suponha que U C C é convexo e seja w € QYU,R) uma 1-forma fechada.
Entao w € exata.

Demonstragdo. Seja ju : [0,1]> — U um caminho fechado C' por partes. Entao

/w:/dw:O.
op M

A primeira igualdade é consequéncia do Teorema de Stokes, enquanto a segunda é devida
a hipotese de que w é fechada. Porém nem todo caminho fechado C! por partes ¢ da
forma p, de maneira a nao podermos utilizar diretamente o Lema 19 para uma conclusao
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do presente resultado. Mas, em particular, note que a igualdade acima é valida para todo
triangulo (como na imagem) em U, o que ja é suficiente para utilizarmos argumentos
analogos aqueles anteriores para demonstracao deste. Segue um esboco:

Definimos

onde y; ¢ um de dois lados de um triangulo A. Basta escolhermos triangulos cujos terceiros
lados estejam em dire¢oes convenientes no plano e calcularmos diferencas como aquelas
na demonstracao do Lema 19 para concluirmos que w = da, com a € C*. [ |

Corolario 22. Seja u : U — R harmonica, num convexo U. Entao existe v: U — R tal
que [ =u+iv é holomorfa em U. A funcao v é chamada harménica conjugada de u.

Demonstracao. Por harmonicidade, temos d * du = 0. Entao a forma *du é fechada no
convexo U. Pelo Lema anterior,

*du = dv

para alguma v € C'. E imediato da igualdade acima que
—Uydx + Uy dy = vd + vydy.

Isto ¢, v, = —u, e u, = v,. Mas estas sao as equacoes de Cauchy-Riemann para f = u-+iv.

Logo, f € H(U). [

De acordo com o corolario, toda funcao harménica v : U — R é localmente a parte real
de uma func¢ao holomorfa.

Notas por Pedro B.

4.2 Teorema de Cauchy

Definicao 21. Uma forma 1-forma w em M ¢é dita holomorfa se para todo ponto p € M
existe uma carta (z, B), p € B, tal que a w em z(B) se escreve como

w = fdz
onde f é holomorfa em z(B).
Teorema 23. (Cauchy) Se w € uma forma holomorfa em M entao w € fechada.

Demonstracao. Seja w = f(z)dz, entao

_(9f aof _
dw = (adz—l—%dz) ANdz =0

ja que f é holomorfa e dz A dz = 0. |

Como corolario imediato temos o seguinte: se n : I> — M é C' por partes fechada,

entao
/ w=0.
on
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De fato, isso segue do teorema de Stokes. Note que usamos que se f é holomorfa entao f
¢ O, de fato f ¢ C™, uma propriedade que veremos mais tarde.

Uma pergunta intuitiva agora seria, dada uma curva fechada C* por partes f : [a,b] — M,
e uma 1-forma holomorfa, é verdade que

/w:() ?
il

Caso v seja o bordo de uma parametrizacao 7 isso se confirma, entao podemos provar a
afirmacao acima provando que de fato toda curva fechada é o bordo de alguma parame-
trizacao. Isso nao é verdade de maneira geral, por exemplo tome um toro pegue a curva
que da a volta em seu buraco. Abaixo mostraremos condi¢oes suficientes para que isso
seja verdade.

Definicao 22. Um espago topoldgico X ¢é dito simplesmente conexo se X é conexo por
caminhos toda fungao continua f : S ' 5 X admite uma extensao para o disco D?. Em
termos de diagramas, existe f tal que

St — 4 X

%

comuta.

Equivalentemente temos o seguinte lema:

Lema 24. Uma espaco topologico conexo por caminhos X € simplesmente conexo se, e
somente se, para qualquer curva v : [0,1] — X eziste uma funcdo continua H : I* — X
tal que

(i) H(t,0) = 2z, onde zg = v(0) = ~(1).
(i) H(t, 1) =~(1).
(1i) H(0,s) = H(1,s) = 2.
Em outras palavras, qualquer curva com ponto base é homotdpica (como caminho) a curva

constante nesse ponto base. Além disso, caso X = U C R™ aberto e v seja C' por partes
entao H pode ser escolhida para ser C1 por partes.

A prova do lema acima pode ser feita tomando o quadrado I? e o deformando por meio de
quocientes de maneira apropriada, ja que a homotopia pode ser tomada como C* por parte
segue do fato que qualquer homotopia entre funcoes tomando em valores em abertos de
R™ pode ser tomada como uma homotopia poligonal. Para mais detalhes veja o Capitulo
2 de [4]. Com esse resultado em mao concluimos o seguinte:

Teorema 25. Se w € uma forma holomorfa em U simplesmente conexo, para qualquer
curva fechada v C* por partes temos que

/w:O.
-
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Demonstragao. Considere uma homotopia H que seja C! por partes tal que Hy = 2y e
H, = ~, entao
/ w = / w — / w = 0.
OH 20 ~y

Corolario 26. Se w € holomorfa em U e U € simplesmente conexo, entdo w € exata em
U.

Corolario 27. C* nao ¢ simplesmente conezxo.

Demonstragdo. Tome v = € onde t € [0,27] e w = %dz. w é holomorfa, ja que % é

holomorfa, porém,
/ w = 271
2l

Teorema 28. Seja f holomorfa em U — {p}, onde U ¢é simplesmente conexo, além disso
suponha que

lim(z — p)f(z) = 0.

Z—p

Entao f possui um potencial holomorfo em U.

Demonstragdo. Dado v C U — {p} uma curva C"! por partes, podemos tomar um circulo
c. de raio ¢ centrado em p tal que de maneira que c¢. Ny = (). Podemos conectar o circulo
a 7y com uma curva « como na figura abaixo

Com isso conseguimos a curva fechada
YRk —Co ¥ —Q

onde o sinal de menos indica a curva com dire¢ao trocada. Como U é simplesmente conexo
e a curva acima evita p, temos uma homotopia

H:I" —U-{p}

entre essa curva e a curva constante em 7(0). Assim, ja que f é holomorfa em U — {p},
por Stokes temos que

f(z)dz=0
OH
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ja que f(z)dz é fechada. Note que

. f(z)dz = [{f(z)dz — /Cg f(z)dz
logo

éf@mwiLf@mz (4.2)

2mit

Sabemos que c. = p 4 ce“™ por definicao, entao

1
/ f(z2)dz = /0 f(p+ee®™™)e2mit dt

/CE f(z)dz

Pelas nossas hipoteses quando € — 0, o lado direito da desigualdade acima também tende
a zero. Como a equacao 4.2 vale para qualquer ¢, concluimos que

Lf@mz:u

Como 7 era uma curva qualquer temos que f possui um potencial holomorfo. [ |

de modo que

< 27e maX.ep(pe) |f(2)]

Notas por Victor J.
4.2.1 Foérmula de Cauchy

Comecamos introduzindo o conceito de indice de uma curva em relagao a um ponto, para
isso introduziremos a notagao:

PC":={y:[a,b] = C | a,b € R, v C' por partes}.

Defini¢ao 23. Dado um caminho v € PC?, seja p € C tal que p ¢ v um ponto fora do
caminho 7, definimos o indice de v em respeito a p como:

1 1

h(p) = 5=

= — dz.
2mi J,z—p

Basicamente, o indice diz quantas voltas o caminho “completa"ao redor de p, para entender
melhor tomemos v € PC! um caminho fechado e parametrizével da forma

(1) = r(t)e”?,

com 7 : [0,1] — Ryg, 6 : [0,1] — R fungoes de classe C'. Temos que 0 ¢ 7, podemos
tomar o indice de v na origem:

11 (8)e®D +ir ()6 (t)e)
h(0) = 2_7m/0 r(t)e® dt
1 (1) I
=5t ), me)d”%/o ot
1 b
= 5in(r(t) ) +5-(6(1) - 6(0)).
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Como 7 é fechado, (1) = r(0) e o primeiro termo se anula, além disso (1) — 6(0) = 27k,
com k € Z. Portanto, 1,(0) = k representa o numéro de voltas que a curva da ao redor
de 0. Podemos estender este conceito para qualquer caminho, para isto mostraremos
primeiro o Lema:

Lema 29. 7, : C\y — C ¢ continua.

Demonstracao. Temos:

m@—m@z/@@m—ﬂwmw

— [ O@E60.5) - PO, )

onde F': vx C\y — C & continua. Como v é um caminho C'' compacto, podemos calcular
seu deslocamento v(b) — v(a) = D(y).

Dado € > 0, pela continuidade de F' e compacidade de =, existe § > 0 tal que |p — z| < d
implica |F(y(t),p) — F(y(t),z)| < ¢/D(v) para todo t € [a,b] Com algumas manipulagoes
temos o resultado. [

Com isto, podemos caracterizar o indice 6 para qualquer caminho arbitrario.

Proposic¢ao 30. Para todo caminho v € PC" fechado, temos que n,(p) € Z para todo
p € C\y.

Demonstrag¢ao. Definimos a fungao g : [0, 1] — C tal que

de forma que g(0) =1 e g(1) = exp(2min,(p)). De fato, g é diferenciavel e

/ 7/(t) / /!
t) = g(t)———"— = g'(t)(v(t) = p) — g(t)(y — p)'(t) = 0
g(t) g()v(t)_p g @) (@) —p) —g()(y —p)'(t)
= (Ly(t) —0, Vtelo1].
TP
Assim, a funcao Wa()tzp ¢é constante, logo:
9(0) ¢
70)—p (@) —p’
o que, como (1) = (0), implica 1 (0) = g(1) = exp(2min,(p)). Concluimos pelas

=9
caracteristicas da exponencial, n,(p) € Z |

Corolario 31. 7,(p) € constante em componentes conexas de C\~.

Com efeito, 77, ¢ uma fungao continua em Z.

Exemplo 7. Se 7, i sao caminhos fechados, teremos:
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Figura 4.1: Numero de voltas em cada componente de C\~y e C\u

Exemplo 8. Seja v € PC' uma curva de Jordan (homeomorfa a S'), entao « divide o
plano em duas componentes conexas. Teremos, 7,(p) = 0 para todo p na componente
ilimitada e n,(p) € {—1,1} para p na componente limitada, sendo negativa ou positiva
de acordo com a orientacao da curva.

Podemos, agora, definir a férmula de Cauchy.

Teorema 32. Seja U C C simplesmente conexo, v € PC* contido em U, e f : U — C
fungao em H(U) qualquer. Teremos para todo p € U\y:

P te) = 5z [ (4.

Demonstragao. Substituindo o valor de 7,(p), com algumas manipucdoes podemos ver
que a Formula de Cauchy é equivalente a

%/%d:%/%d
/f - dz—()

fZ)—fp) ) f(p)

1sto é:

Definimos entéo ¢g : U — C como g(z) = para z # p e g(p) = f'(p). Teremos por
construcao que g é continua em U e holomorfa em U\{p}. Assim que pelo Teorema 28

temos:
/g(z)dz =0,
v

o que conclui a prova. [ |

Note ainda que g como definida acima possui potencial holomorfo em U.

Notas por Igor Soares

4.3 Funcoes Analiticas

Definicao 24. (Série de Poténcias)

A série de poténcias de centro a e coeficientes (a,),, onde a,a, € C é definida como a
série formal:
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S(z) = Z an(z —a)"

n=0

A principio a série € um objeto algébrico formal, nao esta relacionado com fungoes, para
fazer tal relagao precisamos definir convergéncia.

Defini¢ao 25. (Convergéncia)

Dizemos que S(z) converge no ponto z, € C se existe o limite:

k—>o0

k
lim Zan(zo —a)"=LeC
n=0

Sk (20)
Nesse caso escrevemos S(zp) = L
Observagao. S(z) sempre converge em a.

Definicao 26. (Convergéncia Absoluta)

Diremos que S(z) converge absolutamente em z;, se o seguinte limite existe:

k
lim Z lan(z — 20)"
k—+o0
n=0

Uma série de potencias define bem uma fungao nos pontos onde S(z) converge, por isso
queremos compreender o conjunto desses pontos.

Lema 33. (Abel) Se S(z) converge em zy entao S(z) converge absolutamente para todo z
tal que |z —a| < |zp — af

Demonstragao.
(z—a)"
(20 —a)"

/]nTL

|an(z = a)"| = [an(z = 0 — a)"|

Pela hipotese |z —a| < |z —a| = r < 1.

Como a série converge em 2y, a sequéncia |a,(zo — a)"| < M, onde M > 0.

Assim :
oo oo M
— AN n
S(z)—Z]an(zo a)"|r <ZM7" Sl—r
n=0 n=0
[
Observagao. e Se S(z) converge absolutamente em z, entao converge em Zj
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e A reciproca é falsa, um contra-exemplo é a série Y (—1)"1/n, que converge absolu-
tamente para log(2) mas a série dos modulos é série harmonica que diverge.

e Pode acontecer que a série convirja somente no centro, como »  nlz", converge em
z = 0, mas para todo numero a positivo nla™ nao converge, logo pelo lema de Abel
nao pode convergir em nenhum ponto com |z| > 0.

Podemos considerar sem perda de generalidade que S(z) =) a,2", ou seja, que o centro
é zero.

Considere R = sup{z € C|S(z) converge em x}
Assim R € [0, +00]
entao temos trés casos:
e R =0, nesse caso a série converge apenas no centro e nao tem nenhuma graga.

e R = 400, nesse caso pelo lema de Abel Vx € C, S(z) converge absolutamente em
.

e Re(0,00)
Entao S(z) converge absolutamente para todo x tal que |z| < R pelo lema de Abel.

Além disso, S(z) diverge para todos z tal que |z| > R, caso contrario pelo lema de
Abel terfamos um 2y de forma que R < |z| < x onde S(z) converge em zy 0 que
contradiz a maximalidade de R.

Definigao 27. (Raio de convergéncia) R como acima é dito raio de convergéncia da
série.

Lema 34.

1
= lim sup v/ |ay|

1

Observagao. Por convengao, — =0, = = o0
o0

1
0

Demonstragao. Vamos escrever b,(z) = |a,(z — a)"|, podemos ver que b,(z) > 0, pelo
teste da rafz:

limsup {/b,(2) <1 = convergéncia em z
limsup v/b,(2) > 1 = divergéncia em z
Como {/b,(z) = {/a, - |z — a| podemos reescrever as implicagoes acima:
limsup /a,(z —a) <1 = convergéncia em z
limsup /a,(z —a) >1 = divergéncia em z

Como |z — a| ndo depende de n:
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limsup {/a, < — = convergéncia em z

(2 —a)

lim sup a, > ( ) —> divergéncia em z
z—a

Logo R = limsup /a,

Corolario 35. Se existe o limite

lim =LelR
an—i—l

Entao o raio de convergéncia é R = L
Demonstracao. Exercicio.

Exemplos:

1. " .
z
=) Zn: n limsup {/1/n

Para |z| = 1 podem acontecer coisas distintas,

> .(=1)"/n converge, porém ) 1/n diverge

S(Z):Zﬁ — R=

- limsup &/1/n

Mas nesse caso converge absolutamente para todos |z| = 1.

S(z) = Z —  Converge absolutamente para todo z € C .

n!
n

Notas por Bruno O.

Lema 36 (Teste M de Weierstrass). Sejam f, : X — E, n € N, funcoes complexas num
espaco de Banach E. Se existe uma sequéncia de nimeros nao negativos (M, )nen tal que

o0
| fallo < M, para todo n, com ) M, < oo, entio existe o limite
n=0

S(x) = lim > | fv(x)
N=0
para todo x € X. Além disso, ||S]|,, < oo e
lim Y |l fu— S =0.
N=0
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O Lema anterior se mostra essencial na demonstracao de continuidade de uma série de
poténcias, a seguir.

Proposigao 37. Seja S(z) = > a,(z — a)™ uma série de poténcias cujo raio de conver-

n=0
géncia é R > 0. Isso faz de S uma fun¢ao do disco D(a, R) para os nimeros complexos.
N
Afirmamos que as somas parciais Sy = Y, a,(z — a)" convergem uniformemente para S
n=0

em subconjuntos compactos de D(a, R). Disto podemos concluir que S € continua.

Demonstragdo. Sejam r, s tais que 0 < r < s < R. Definimos K = D(a,r) e tomamos

z € K. Entao |a,(z —a)"| < |a,|s". Além disso, dado que s ¢ menor que o raio de
o

convergéncia da série, temos que Y |a,|s™ < +00. As hipdteses do teste de Weierstrass

n=0
forma satisfeitas. Segue do mesmo que

N
Sy = Zan(z —a)"|g — S,
n=0

conforme N — oo. Como as somas parciais sao continuas e K é compacto, a convergéncia
é uniforme. [ |

4.3.1 Derivadas de Séries de Poténcia

Nota. Sem perda de generalidade, consideraremos que o raio de convergéncia R de toda
série de poténcias é positivo.

Considere uma série S : D(a, R) — C tal que S(z) = ]1\;;% Sn(z). Como polinémios,

N

afirmamos que as somas parciais Sy(z) = Y a,(z — a)" sdo holomorfas no disco e suas
n=0
derivadas sao

N
Sy = Zan n(z —a)"
n=0

Naturalmente, a candidata para derivada da série S é
oo
G= Zan n(z —a)"
n=0

cujo raio de convergéncia ¢ Rg = 1/ limsup,, (Jan|n)s = R, ja que nw — 1 quando n — oo.
Pela Proposicao (37), G : D(a, R) — C ¢é continua.

Afirmagao 2. Existe a derivada S’ da série de poténcias S = > a,(z —a)" e S' = G,
n=0
como definida acima.

Antes de partirmos para a demonstragao da afirmacao, visitaremos mais um lema.
Lema 38. Seja (f,)n € H(D(0,1)) uma sequéncia de fungoes tais que
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1. fl é continua para todo n;
2. existe lim f,(0);
n—oo
3. fl convergem uniformemente para alguma g em compactos do disco.

Entao existe f € H(D) tal que f(z) = lim f,(2) para todo z e f' = g.
n—oo

Demonstragao. Defina f(z) := [ g(w)dw+L, em que L = lim f,(0). Seja y um caminho
n—oo

fechado em ID. Temos que

n— 00
0

/g(w)dw = lim [ f/(w)dw = 0.

A primeira igualdade segue da hipdtese de convergéncia uniforme de f). Segue que g
possui potencial holomorfo que coincide com f, pode definicao desta ultima. Isto é,
f'(2) = g(2) para todo z no disco. Por outro lado, temos trivialmente

£ = FO0) = [ e = T ) = lm [ fi)do+ L= 1)

n—0o0

Agora temos a ferramenta necesséaria para demonstracao da Afirmagao (2):

o0
Demonstracao. Sabemos da continuidade de S e da existéncia do limite ) a,a”. Além
n=0
disso, pela proposi¢ao (37), S} converge uniformemente para G em compactos do disco.

O Lema anterior nos da o resultado desejado. [ |

Sumarizando, provamos o resultado a seguir:

Proposicao 39. Suponha que S : D(a, R) — C é dada por uma série de poténcias

S(z) = Z an(z —a)".

Entao S € de classe C* e

SO(z)=> nn—1)...(n—r+ an(z —a)" "

n=r

Em particular, os coeficientes da expansao de S(z) sao unicamente determinados:

SO (a) = rla, = |a, =
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4.3.2 Fungoes Analiticas

Definicao 28. Seja U C C um conjunto aberto. Dizemos que uma funcao f : U — Ce
analitica se, para todo a € U existe D(a, R) C U (R = R(a) > 0) tal que f|p@,r) ¢ dada
por uma série de poténcias.

Denotaremos o conjunto de fungdes analiticas em U por C¥(U). Pela proposigao (39),
concluimos que C¥(U) C C*(U). E importante ressaltarmos, porém, que a reciproca nao
¢é verdadeira, em geral.

eV x=0 _

Ezemplo 9. Seja f(x) = {O 0 E verdade que f € C*°. Mas nao pode ser
) Tr =

escrita como uma série de poténcias em torno de z = 0. De fato, (™ (0) = 0 para todo
n, o que implicaria f = 0 numa vizinhancga de 0, o que nao se verifica. Logo, f & C¥, que
nos permite concluir C* ¢ C.

Notas por Pedro B.

Agora mostraremos que toda funcao holomorfa é analitica. Primeiramente, precisamos
do Lema de Goursat, uma versao mais fraca do Teorema de Cauchy que nos permitira
usar a formula de Cauchy sem a hipotese de que uma funcao holomorfa seja C!, o que
temos utilizado até entao.

Teorema 40. Seja D> C C o disco aberto centrado em 0 e f : D* — C uma fungdo
holomorfa. Se A C D é um tridngulo, entao

N f(z)dz =

Demonstragao. Sejam a,b,c € D? os vértices do triangulo A, vamos construir indutiva-
mente uma sequéncia de tridngulos encaixados A,, tais que

IRC

—
Seja a’ o ponto médio do lado ? YV odecded ode bc vemos que o triangulo a’b’'cd
divide o tridngulo A em 4 triangulos menores 1,715, T3 e T}.

C C
b’ a’
T e T2
a b a o/ b

, € observe que

>

f(z dz_4n

0Ap

Sein 1= | [0/

41



e portanto existe ¢ tal que

1
f(z)dz| > —1.
T, 4
Assim, o primeiro elemento de nossa sequéncia sera A; = T;. Agora, pelo mesmo proce-
dimento, dado o elemento A,,, construimos A, 1, e verificamos

/8An+1 f(2)d=

Por construcao temos que

>
- 4n+1

1
> 1 f(2)dz :

f(2)dz
9An oA

AlDAQDAgD....

Denote por per A,, o perimetro de A,, e por diam A,, o diametro, logo
1
diam A,, < per A,, = 7 per A
logo

diam A,, —— 0

n—oo

(A = {p}.
f € holomorfa em p e em particular possui derivada em p, logo podemos escrever f como

fz=p) = f(p)+ f'()(z—p) + o]z —p|).

Denotando ¢(z) = o|z — p|), pela defini¢ao de derivada temos que

e portanto

Agora podemos escrever

fEz| = | [ 1)+ P )+ ol
BAn 8An
e como f(p)+ f1(p)(z — p) é um polindmio, sua integral num caminho fechado é zero,
logo
1
f(2)dz| = / o(z)dz| < max,en, |©(2)] - per A, = max,ca, |¢(2)] - on per A
oA, 0A,

Sendo [[¢]ln = max.ea, [¢(2)[, de '
\I,| > =1
4
concluimos que vale
I <l¢lln-2"per A

para todo n. Logo se mostramos que [|¢||, - 2" tende a zero, o resultado estara provado.
Para enxergar isso note que para z € A,

1
|z — p| < diam A, < 2—nperA

logo, pela definicao de derivada
p(2)
1/2n
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Com o resultado acima podemos provar a féormula de Cauchy sem necessitar de que uma
funcao holomorfa seja C*. Qualquer poligono convexo pode se divide em triangulos, e
o teorema acima entao mostra que o resultado vale trocando triangulos por poligonos, e
assim, curvas que sdo aproximadas por poligonos (como o circulo), também servem no
resultado acima. Assim, com essa discussao, estamos pontos para provar o seguinte:

Teorema 41. Se f € holomorfa em U entao f € analitica em U.

Demonstragao. Seja p € U, tome D(p,r) C U um disco fechado contendo p. Seja v a
curva que da a volta um vez no bordo desse disco, entao sabemos que

n(z) =1

para todo z no interior do disco. Logo, pela formula de Cauchy temos

1) = 5= [ L 0

©2mi L W=D

Podemos desenvolver essa equacao

1 [ f(w) 1 f(w)
f(z):%/yw_zdw:% ﬂ/w—p—(z—p)dw
L[ f(w)

1

2mi J, w—p 1—;;_7;

dw

Como vamos integrar no bordo do disco, temos que |z —p| < r e |w — p| = r, logo
|==£| < 1, assim podemos abrir a série geométrica

w — w —
v p n=0 p n=0

onde na segunda igualdade estamos usando o fato de que a integral “passa para den-
tro"quando a convergéncia é uniforme em compactos. Assim escrevemos f como uma
série de poténcias numa vizinhanca de um ponto p arbitrario. [ |

Corolario 42. Se f € holomorfa em U entao [ € de classe C* em U.

Esse teorema é fundamental na teoria das equagoes holomorfas e ilustra o quao forte
é exigir a validade das equagoes de Cauchy-Riemann. Note, que esse teorema também
nos da uma caracterizagao da das derivadas de uma funcao holomorfa, explicitamente

temos
1) = g [

- omi — p)rtl

ja que

— () =

L g, 1)

(w—p)™ nl
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4.3.3 Aplicacoes

Agora veremos diversas aplica¢oes da analiticidade das fung¢oes holomorfas.

Corolario 43 (Desigualdades de Cauchy). Seja f € H(U), p e U er < d(p,0U), entao

!
FO@] < =l

Demonstracao.

1

f(w)
omirntl /7 | f(w)|dw.

(w —p)+!

Coroléario 44 (Morera). Se f € CO(U) € tal que

éAf@Mz:O
)

para todo tridngulo, entao f € H(U).

Demonstracao. Tomando um disco em D C U vemos que

Kf@ﬂz:o

para toda v C D, entao f possui um potencial holomorfo entao f é holomorfa. [ |
Corolario 45 (Liouville). Seja f € H(C). Se f é limitada entao ela é constante.

Demonstracao. Pela desigualdade de Cauchy, para z € C

()] < sup | f]|

r

para todo 7, e como f é limitada, f'(z) = 0, basta fazer r — oc. [ |

Proposigao 46 (Teorema Fundamental da Algebra). Se p € C [x] ¢ um polinémio néo
constante entao f tem uma raiz em C.

Demonstra¢ao. Suponha que p nao possua raizes, entao

é holomorfa. Sabemos que |p(z)| — oo quando |z| — oo, entdo f é uma fungao holomorfa
limitada definida em C, portanto constante pelo Teorema de Liouville, porém f constante
implica p constante, uma contradicao. [ |

Corolario 47 (Principio da Reflexdo de Schwartz). Seja H" = {z € C, Im z > 0}. Se
f:HYUR — C € uma fungio continua que seja holomorfa em HY tal que f(R) C R,
entio [ se estende a uma func¢ao holomorfa em C.
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Demonstragao. Defina F' : C — C como

F(z) = @,ZGHJZUR
f(z),z€e H

claramente F' estende f, basta mostrar que essa funcao é holomorfa, para isso usaremos
o Teorema de Morera. Primeiro note que F € C°(C) ja que essas fungoes concordam em
R.

Para um triangulo A qualquer em C, se A C H" ou A C H™ a integral de F' em seu
bordo vale zero. O problema est4 no caso em que A NR # (). Suponha que intersecao de
A com R seja exatamente um dos lados do triangulo.

C

i
a b R

Assim podemos separar o triangulo trapézio de altura ¢ e um triangulo que nao intersecta
R. Desse modo, a norma integral de F' em 0A é menor sua integral nesse trapézio, ja que
no tridngulo menor ela é vale zero, logo fazendo § — 0 essa integral é zero.

Para o caso geral podemos partir o triangulo de modo a cair no caso anterior

e assim, pelo teorema de Morera, F' é holomorfa em C. [ |
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Capitulo 5

A Estrutura das Funcoes Holomorfas

5.1 Zeros de Funcoes Holomorfas

Notas por Victor J.

Com o que ja foi discutido até agora, podemos comecar a deduzir algumas propriedades
das fungées holomorfas. Consideramos uma fungao f € H(U), onde U C C aberto.
Definimos o conjunto de zeros da funcao:

Z(f)={peU| f(p) = 0}.

Note que Z(f) = f~'({0}) é pré-imagem de um conjunto fechado por uma fun¢ao continua
e portanto é fechado.

Como f € H(U), dado p € Z(f), existe algum R > 0, tal que para z € D(p, R), podemos
escrever f como a série de poténcias

fz)=a+a(z—p)+- - +a(z—p)" +---,
onde ag = f(p) = 0. A partir daqui, temos duas possibilidades:
e ou a, = 0 para todo natural n, neste caso f|D(p, R) = 0;

e ou p é um zero isolado da fungao f. Isto porque existe um natural minimo N > 1
tal que ay # 0 ,i.e., f™)(p) # 0. Neste caso, para z € D(p, R), teremos:

f(2) =an(z—p)N +ayi(z —p) N4 .-
= (z—p)" (an +anu1(z —p) + )
= (2 —p)"h(2),
com h : D(p, R) — C holomorfa tal que h(p) = ay # 0.

Podemos estender h para U definindo h : U — C como:

hz) = ay +any1(z—p)+--- ,sez € D(p.R)
(z’:(;))N ,se 2 ¢ U\D(p, R),

teremos h € H(U) e f(z) = (2 —p)Vh(z) para todo z € U, com h(p) # 0. Podemos,
entdo encontrar um r > 0 tal que h(z) # 0 para todo z € D(p,r) e D(p,r)NZ(f) =
{p}. Logo p é um zero isolado da f.
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Lembramos, dado X espaco topoldgico métrico e um conjunto A C X, o conjunto de
pontos de acumulacao de A é definido como:

Al={z e X |Ve>0#(AND(z,¢e)) >2 (=o0)}.
E imediato que A’ é fechado.

Teorema 48. (Teorema dos Zeros) Seja U é um dominio (aberto e conexo), f € H(U)
tal que o conjunto de pontos de acumulagao Z(f) # 0, entdo f =0 em U.

Demonstragao. Ja sabemos que Z(f)" é fechado, mostraremos que Z(f)" é aberto em U e
por ser nao vazio, teremos Z(f) = U.

De fato, dado p € Z(f), existem (z,), — p tal que f(x,) = 0 para todo n, como f é
continua temos f(p) = 0, isto é p € Z(p). Por ser ponto de acumulagao, p ndao pode ser
zero isolado de f e portanto o que nos leva ao primero caso (existe r > o tal que f =0
em D(p,r) C U), temos D(p,r) C Z(f), oque nos leva ao resultado. |

Observagao. Os resultados a seguir sao imediatos do Teorema dos Zeros:
e Se U é dominio e f nao nula é holomorfa em U, entdao Z(f) ¢ enumerével.
e Se f e g sao analiticas e coincidem em um conjunto com ponto de acumulagao, entao

/=g

Definigao 29. Dada uma fungdo holomorfa f nao nula e p € Z(f), definimos a ordem
de f em p como:

ordy(f) = minfn : £ (p) # 0},

De fato, se f(z) = (2 — p)Vh(z) como feito anteriormente temos N = ord,(f). Tomando
R > 0 tal que h(z) # 0 em D(p, R), para r < R consideramos +, o caminho circular de
centro p e raio r, teremos:

/ /
L. f(z)dzzi, / h<z)dz+/ N dz | = N,
2mi [, f(2) 2mi \ J,, h(2) v 2D
pois h’/h & holomorfa em U. Portanto:

1
Opo(f) = 2—m/
Yr

isto é, a ordem de f em p equivale ao niimero de voltas completas por f o+, em torno de
0, sendo esta igualdade obtida pelo Teorema de mudanga de variaveis.

£y,
oy 4 = s (0), (1)

5.1.1 Logaritmo e Raizes

Defini¢ao 30. Seja f € H(U) ndo nula. Dizemos que f possui um logaritmo holomorfo
g € H(U) se e¥9®) = f(z) para todo z € U.

Note que neste caso f' = ¢g'ed = ¢ f, portanto f'/f = ¢’ possui potencial holomorfo.

Reciprocamente, se existe g € H(U) tal que f'/f = g, entao vale que (fe 9)" = 0, portanto
se U é dominio concluimos fe™¥ = k constante, com k # 0 € C pois assumimos f # 0.
Logo, k = e° para algum ¢ € C, temos f(z) = e9®)*¢ e portanto f possui logaritmo
holomorfo. Com isto, provamos o seguinte teorema.
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Teorema 49. Seja U C C um dominio, f € H(U) ndo identicamente nula. Entao f
possui logaritmo holomorfa se, e somente se, fv f'/f =0 para todo ~y caminho fechado em

U.
Com efeito, pelo Corolario 20, f'/f possui potencial holomorfo.
Observagao. Se f € H(U) possui logaritmo holomorfo, entdo para todo natural n f possui

uma raiz n-ésima holomorfa, isto é, uma fungao h € H(U) tal que h™ = f. De fato, f = €9,
h = e9/m,

Exemplo 10. Seja U C C* um dominio simplesmente conexo, entao existe a« € R tal que
o raio R, = {te'®, t > 0} nao intersecta U.

A
u
Ro
\_// - g
Temos entdo que a funcio z — 2!/" = |z|Y/"exp (z : ArgT‘*(z)> é holomorfa em U. Com

efeito, a identidade z = exp (In(|z|) + iArg.(z)) possui logaritmo holomorfo.

Observagao. O reciproco nao é verdadeiro, isto é, existem fungoes que possuem alguma
raiz holomorfa, mas nao possuem logaritmos holomorfos. Como exemplo, tome f(z) = 22
no dominio C\{0}, claramente h(z) = z é raiz quadrada para f, mas para um caminho
fechado v ao redor de zero temos:

1 ! 1 2
b L = — / —dz = 2,
2mi ), 2mi ),z

e portanto, pelo Teorema 49 f nao possui logaritmo holomorfo.

5.1.2 Forma Local de Funcoes Holomorfas

Seja U C C um dominio, f € H(U) uma funcdo nao contante. Para p € U, seja ¢ = f(p)
e N = ord,(f —c), N ¢é finito uma vez que f ¢ ndo constante. Temos, para algum R > 0,
z € D(p, R):

f(z) = c+ (z=p)Vh(2),
onde h € H(U) satisfaz h(z) # 0 para todo z € D(p, R). Como D(p, R) é um dominio
simplesmente conexo em C*, pelo Exemplo 10 existe uma g € H(D(p, R)) tal que ¢~ = h,
entao para z € D(p, R):

f(z) =c+1(z—p)g(=)]"
=c+pnoS(z),

onde py(z) := 2V, e S(2) = (2 — p)g(2). Note que S’(p) # 0, pois h # 0 em D(p, R).
Com isso, pelo Teorema 12, podemos reduzir R > 0, de forma que S é bi-holomorfa em
D(p, R), temos:
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Teorema 50. (Forma Local de Fungoes Holomorfas) Seja f € H(U), U dominio. Dado
p € U, eziste D(p, R), um natural N > 1 e uma S € H(D(p, R)) bi-holomorfa tais que:

f(z) = f(p)+¢noS(z) ,paraz€ D(p,R).
Temos portanto:
D(p, R) —"— [(D(p, R))
|s@ | sEm2ms-160
S(D(p,R)) ——+— C

Observagao. py € aberta.

Demonstragao. Para p # 0, pelo Teorema 12, ¢y é bi-holomorfa em uma vizinhanga de
p, logo localmente aberta. Para p = 0, temos on(D(0,7)) = D(0,7V)), logo localmente
aberta. Assim, ¢y € localmente aberta em todo ponto, logo é aberta. [ |

O seguinte corolario é imediato da Forma Local das Fungbes Holomorfas.

Corolario 51. (Teorema da Aplicagao Aberta) Seja f € H(U), U dominio. Ou f €
constante, ou € aberta.

Corolario 52. U dominio e f € H(U) injetora, entao f'(z) # 0 para todo z € U, logo f
€ conforme.

Com efeito, para todo p € U, temos f(z) — f(p) = +¢n o S(z) para alguma vizinhanga
de p, oque implica que ¢y possui uma Unica raiz simples, portanto N = 1. Como

N = ord,(f — f(p)), temos f'(p) # 0.

O Corolario a seguir pode ser facilmente deduzido pelo fato de uma func¢ao holomorfa ser
constante ou aberta.

Corolario 53. U dominio, f € H(U) nao constante. Entao |f| nao possui mdzimos
estritos locais.

Observagao. Seja f holomorfa em um dominio U tal que existe uma extensao continua de
f para U, sendo o fecho U compacto. Entao:

max{|f(2)} = max{|f(z)[},

isto é, seu méximo esta na fronteira de U. Este resultado é imediato do corolario anterior.

5.2 Singularidades

Notas por Igor S.

Seja U C C um aberto (normalmente um dominio , i.e. aberto e conexo) e uma fungao
f:U — C . Podemos definir oque é uma singularidade
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Definicao 31. (Singularidade) Seja (a € U) é uma Singularidade isolada de f se f é
holomorfa fora de a, f € H(U — {a}).

Por exemplo 1/z tem uma singularidade em z = 0.
Observagao. (Singularidade Removivel) Se a é singularidade de f e lim,_,,(z—a)f(z) =0,

entao f pode ser estendida para o ponto a de uma tnica forma holomorfa. Dizemos nesse
caso, que a singularidade é removivel.

Demonstracao. Se temos esta condi¢ao, ja mostramos que fa AJ = 0, onde A é um
triangulo qualquer pequeno o suficiente, entao existe uma g € H(U) de forma que ¢'(z) =
f(2) Vz # a, edefine f(a) = ¢'(a) como queriamos a fungao seré continua nesse ponto. W

Notacao: §¢(U) = {a € Ula é singularidade nao removivel de f}

Suponha que a € S;(U), uma singularidade de f, vamos analisar uma caso particular,
onde existe um polindémio p(z) de grau M, que respeita ff(z) — p(rla)) tem uma sin-

gularidade removivel em a, nesse caso podemos afirmar que: f(z) — p(zia) = f(z) —

a_i/(z—a)+a_s/(z—a)*+...+a_n/(z —a)" tem uma singularidade removivel no

-~

R(z;a)

ponto a,
Por exemplo a fungao f(z) = 1/z + 22, quando se soma com o polinémio p(z) = z, entao

f(z)=p(1/2)=1/2+22—1/2z =22

Definigao 32. (Polo) Nesse caso, dizemos que a é um polo de ordem M de f, (notagao:
a € P(f) oua € Pyf) , esse polinémio R(z;a) é chamado de parte principal de f em a e
os coeficientes a_; sao chamados de residuos em a.

Notacgao:
a_1 =res,(f) , para a ordem do polo temos a notagao M = ord,(f).

Observe que se a é um polo de ordem M entdo h(z) = f(z) — R(z;a) é holomorfa perto
de a, além disso:

1 M-1 a _
R(z,a)—m(a,l(z—a) +...+a_u)

Q(2)

(z —a)™

Onde @ é um polinémio, de forma Q(a) # 0, assim podemos concluir:

Com g holomorfa em uma vizinhanga de a e g(a) # 0

De forma reciproca:

Teorema 54. Suponha que f(z) = 28 onde, g,h € H{U) , h £ 0, além disso M =

ordy(h) como um zero.

Entao, f tem um polo de ordem M no ponto a.
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Demonstracdo. E imediato que a é uma singularidade de f.

podemos escrever h(z) = (z — a)Mhy(z), onde hi(z) € H(U) e hy(a) # 0 oque implica

que 28 = (Zjl) - %(ZZ)), mas a funcao hgl((zz) = ¢1(z) € holomorfa em uma vizinhanca de a e
g1(a) # a.

Assim g1 (2) =co+ci(z—a)+ ... +ep1(z —a) 1+ go(2)(z —a)M [ onde cg £ 0 e go ¢
holomorfa em uma vizinhanga de a.

Podemos reescrever f:

f(Z):m‘l—---‘f‘CM—l‘f“gQ(Z)

Portanto tem polo, pois a parte principal nao ¢é nula.

Observagao. Podemos generalizar oque foi feito acima e permitir que g(a) = 0, para isso
temos que escrever g(z) = (z—a)la(z), onde L é a ordem de a em g como zero e a(a) # 0,
a € H(U), assim prosseguir como anteriormente com «(z)/h(z).

Observe também que se ord,(g) = L > M = ord,(h) entdo a singularidade é removivel.
Definicao 33. (Meromorfa) f : U — C ¢é dita meromorfa em U (notacao f € M(U)) se
todas sua singularidades sao polos isolados.

Exercicio: Se f,g € H(U), g possui zeros isolados em U dominio (aberto e conexo),

entao F(z) = 58 € meromorfa em U.

De fato, vale a reciproca, no caso é simples se F' é meromorfa possui uma quantidade
finita de singularidades mostrar que pode ser escrita como I = ch ((2 ,onde f,g € H(U)
, [ e g sem zeros em comum. Além disso, vale também que uma funcao meromorfa é
uma razao entre duas fungdes holomorfas mesmo quando a quantidade de singularidades

¢é infinita.

Fica de exercicio o caso onde a quantidade de singularidades ¢ finita.

5.2.1 Extensao ao C

Convengao :

Nessa secao em diante consideraremos as fungoes f : U C C — C como definidas em
dominios (U aberto e conexo).

Observe que se p é¢ um polo de f entdo lim,_,, f(z) = oo, reciprocamente também vale:
lim,_,, f(z) = oo entdo p é uma singularidade p € Sy, além disso g(z) = ﬁ tem uma
singularidade removivel em p, podemos redefinir de forma (tinica) holomorfa g(p) = 0, e
p é um zero isolado de g, podemos escrever g(z) = (z — p)™ - g1(2), de forma que g; seja
holomorfa em uma vizinhanga de p, com g;(p) # 0, ou seja, f(z) = % tem polo de

1
p
ordem M em p.
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Da observagao acima podemos estender a fungao com o contra-dominio esfera de Riemann
como f : U — C holomorfa exceto em pontos isolados p € Sy e continua em todos os
pontos (como vimos p € Sy = f(p) = 00).

Definicao 34. Dizemos que co é uma singularidade isolada de f, se existe um R > 0, de
forma que f € H(C — D(0, R)).

Notagao: oo é um polo (sing. removivel) de f se 0 se é um polo (sing. removivel) de
f(1/z).

Exemplos:

1. f:C — C holomorfa, onde co é um polo de ordem M.

Entao, g(z) = f(1/z) = p(1/z) + h(z), onde p & um polinémio de grau M e h(z)
é holomorfa em uma vizinhanga de 0, h(0) # 0, em particular é limitada nessa
vizinhanga.

Entao f(z) — p(z) = h(1/z) é limitada para z grande o suficiente.

Entao pelo teorema de Liouville é constante c:

De forma resumida, se temos uma func¢ao inteira com infinito polo, entao a funcao
¢ um polindémio.

2. Se oo ¢ uma singularidade removivel, temos que p(z) = 0 assim f(z) ¢ uma cons-
tante.

3. Seja f : C — C meromorfa. Como C ¢ compacto existem somente uma quantidade
finita de singularidades. S¢(C) = {a,...,a,}, vamos considerar também a funcao:

T

9(z) = f(z) = ) R(z;a) € H(C)

i=1
Possui um polo ou sing. removivel em co.

Se 0o é um polo: g(z) = p(z) polinémio, pelo exemplo anterior.

Logo, f(z) = >_i_, R(#;a;) + R(z) , soma de polinomios aplicados em 1/(z — a;)

P(z)
_al)ov‘dal +...+(Z—CL»,«)OTdaT‘ ‘

com outro polinémio (R(z)), isso d& uma fun¢ao racional G

Entao as tinicas fungoes meromorfas na esfera de Riemann sao fungoes racionais.

Observagao. f € M(U) <= ¢é localmente o quociente entre duas fungdes holomorfas.

5.3 A Estrutura Algébrica das Funcoes Holomorfas

Notas por Pedro B.

Esta secao seré dedicada ao estudo da C-algebra das fun¢oes holomorfas em um dominio
U, H(U). Como anéis de fungoes geralmente sao, H(U) é muito estranho, mas gragas
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a varios resultados provados até entao podemos ter uma boa ideia de suas proprieda-
des. Ressaltamos que no que se segue U é um dominio! Comecamos com o
seguinte:

Proposicao 55. H(U) é um dominio integral, isso €, se f-g =0 entdo ou f ou g € igual
a zero.

Demonstracao. Se f-g =0, entao a uniao dos conjuntos de zeros dessas funcoes é U, isso
é Z;yUZ, =U Como U é um aberto de C (ou @), U é nao enumeravel, e portanto ou
Zy ou Z4 deve ser nao enumeravel. Como qualquer conjunto nao enumeravel em C possui
ponto de acumulagao, pelo Teorema do Zeros ou Zy = U ou Z, = 0, logo ou f ou g ¢
igual a zero. [ |

Como H(U) é um dominio integral, ele possui um corpo de fragoes (sua localiza¢do no
ideal primo (0)), porém nao sabemos como é esse corpo. Lembre-se que para qualquer
f,g € HU), 5 é uma fungao meromorfa, assim temos um bom candidato para tal corpo

de fragoes. De fato, M(U) seré o corpo de fracoes de H(U), mas s6 veremos esse resultado
mais adiante.

Lembre-se que uma valuacao discreta discreta em um corpo K é uma funcao
V:K-— ZU{co}
tal que
(i) V(a-b) =V(a)+V(b);
(ii) V(a+b) > min{V(a) + V(b)};
(iii) V(a) =00 <= a=0.

Note que as condigoes (i) e (ii) implicam que caso V(1) = 0, V é um morfismos de grupos
entre o grupo de unidades do corpo para o grupo dos inteiros.

Para p € U um ponto qualquer defina a fungao V, : M(U)* — Z por

V(f) = ord, f se p€ Z;
P N —ord, f se pe Sy

Onde S € o conjunto de singularidades, portanto polos, de f. Essa fungao é uma valuacao
discreta.

Proposicao 56. Para todo p € U, a fungao V, definida como acima é uma valuagdao
discreta em M.

Demonstragao. Os casos sao anédlogos. Por exemplo, se p € Z; N Z,, temos que

f=(z —p)Vp(f) -hy, onde hi(p) #0

g=(z—p)"9 hy onde hy(p)#0
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logo, vemos que

f-g=(z—p)rO+e@  ph, onde hihy(p) # 0
assim, ord,(f - g) = V,(f) + V,u(9)- |
Observe que V,(1) = 0 para qualquer p, assim pela observacgao anterior V, ¢ um morfismo

de grupos para qualquer p. Agora falemos de divisores.

Um divisor em U é uma funcao
D:U—Z

tal que o
suppD = {z € U | D(z) # 0}

¢ um conjunto discreto. Dada uma funcao meromorfa nao zero f € M(U) com zeros Z;
e polos S, definimos a funcao
Dy U—Z

z = V. (f).

Note que supp Dy = Z;U Sy, entdo Dy é um divisor em U. Se f € H(U), Dy > 0, esse de
divisor recebe o nome de divisor positivo. Abaixo mostraremos um resultado que motiva
o nome de tais fungoes.

Em um dominio integral R, dizemos que a divide b, se existe ¢ € R tal que b = a - c.
Existe uma relagao entre divisibilidade em H(U) e os divisores em U!

Proposicao 57. Sejam f,g € H(U), entdo f divide g se, e somente se, Dy < D,.

Demonstracao. f divide g se, somente se, g = f - h, isso por sua vez ocorre se e sO se
as singularidades de g/f € M(U) sdo removiveis, por suas vez isso ocorre somente e
exatamente quando

V.(g/f) > 0 para todo z € U.

Observe que pela definicao de valuagoes discretas

V(g/f) = V:(9) = V:(f).

Agora perceba que

V.(9) = V:(f) =0
para todo z se, e s6 se, D, > Dy. [ |
Para um dominio integral qualquer é muito importante saber quais sao seus elementos
primos, e o caso de H(U) nado é excegao. Note que se perguntar quais sdo os primos de

M(U) é uma pergunta nao produtiva, ja que M(U) é um corpo, sendo assim vamos focar

em H(U).

Em um dominio integral R qualquer um elemento p € R é dito primo se ele nao é uma
unidade e além disso vale o seguinte:

pla-b = pla ou plb.

o4



Dizemos que dois primos p1, ps sao associados se existe uma unidade u tal que

b1 =1uU- pa.

Os primos de H(U) sdo extremamente simples, tomando a forma (z — p), onde p € U.
Isso é o contetdo de nosso proximo resultado.

Proposicao 58. Para todo p € U z —p € um elemento primo. Além disso, se f € H(U)
€ um primo, entao f € associado a algum primo da forma z —p, p € U.

Demonstracao. E claro que z — p é um elemento primo. Suponha entéo que f seja primo,
entao existe p tal que f(p) = 0. Assim, sabemos que

f=E-p)-h

e portanto z — p|f. Se um primo divide outro eles precisam ser associados, e portanto f
é associado a a z — p. |

Existem funcoes holomorfas nao constantes que se anulam em infinitos pontos, com isso
temos o corolario.

Corolario 59. H(U) nao admite fatoragcao de seus elementos por primos.

Demonstra¢ao. Vimos que os primos de H(U) se anulam em exatamente um ponto, logo
uma fungao que possui infintos zeros nao se decompoe como um produto de primos. W

Agora estudaremos os ideias do anel H(U). Como ja dito esse é um anel estranho, em
particular ele nao Noetheriano. Antes disso enunciemos um resultado o qual nao sera
provado agora.

Teorema 60 (Weierstrass). Seja D um divisor em U, entao eziste f € H(U) tal que

D= Dy.

Lembre-se que um anel comutativo R é dito Noetheriano se qualquer cadeia ascendente
de ideais de R
LclLclyC...

estabiliza, isso é, existe n tal que I, = I, para todo £k > n. Equivalentemente, R é
Noetheriano se todo ideal ¢ finitamente gerado.

Proposicao 61. H(U) nao é Noetheriano.

Demonstracao. Seja Z o conjunto de zeros de uma funcao que que se anula em infinito
pontos, entao
I;={f€eHU)| flz_r =0 onde F é finito}

Note que Iz é nao vazio ja que Z é um conjunto de zeros. [y é claramente um ideal.
Vamos mostrar que Iz nao é finitamente gerado. Seja fi,..., f, € I7 e seja

J=3"HU)- ],
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o ideal gerado por eles. E claro que para g € J,
(2. c 2, (5.2)

Por definigao de I, existe p € U tal que f;(p) # 0 para todo i, entdao seja Z — {p} = 2’
e defina
1 A
D) = , 2 €
0, z¢ 7'

Dessa forma, D é um divisor positivo em U, e pelo teorema anterior existe f € H(U)
tal que Dy = D. Por definigao de Dy, sabemos que f € I, porém Dy(p) # 0, entéo
f(p) # 0, logo f ¢ U pela observagao 5.2 acima, portanto Iz nao pode ser finitamente
gerado. [ |

Em um dominio integral qualquer, o maximo divisor comum (mdc) de um conjunto nao
vazio I C R é um elemento f € R que satisfaz as seguintes condigoes

(i) f|g para todo g € I;
(ii) sef’|g para todo g € I entao f'|f.

Proposicao 62. Se I C H(U) € nao vazio, entao I possui um mdc.

Demonstragao. Defina a funcao
D:U—Z

p = min{Dy(p) | g € I}.

Se p € supp D, entdo p € spp Dy, ja que D(p) < D,y(p), logo D é um divisor em U.
Pelo Teorema 60, existe f tal que D = Dy. Assim, pela Proposicao 57, f divide todos
os elementos de I. Além disso, por definicdo f é maximal detre as fungoes com essa
propriedade. [ |

Continuando com a ideia de méaximos divisores comuns, enunciamos mais um teorema

que nao provaremos por enquanto. Em um anel onde mdc’s existem, dizemos que dois
elementos sao primos relaticvos se o mdc entre eles é 1.

Teorema 63 (Wedderburn). Se f,g € H(U) sao primos relativos, existem fungoes
hi,hy € H(U) tal que
hlf + hQQ =1
Com esse teorema em maos conseguimos provar a
Proposicao 64. Para f1,..., [, € H(U) e f o mdc dessas fungoes, existem ¢y, ..., g tal

que
f= Z 9ifi

Demonstracao. Seguimos por inducao. Para n = 1,0 nao ha o que provar. Suponha o
resultado vélido para n — 1 fungoes. Seja

h=mde{fa, ..., fu}
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por hipotese existem gs, ..., g, tal que
h = Zgifia P> 2.

Considere s = f/f1 et = h/f, entao s e t sdo primos relativos e pelo teorema anterior
existe a, b tal que
as+bt =1

portanto, conseguimos escrever

f=afi+gfo+ -+ gufn
[ |

Finalmente, mostraremos que todo ideal finitamente gerado de H(U) é um ideal princi-
pal.

Teorema 65. Se I C H(U) € um ideal finitamente gerado ele é principal.

Demonstracao. Sejam f1,..., f, os geradores de I e seja f o mdc entre eles. Pelo teorema
acima,

HWU)- fCI.
Que H(U) - f; CH(U) - f é 6bvio, ja que f divide cada um deles. [

5.4 Singularidades Essenciais

Definicao 35. Seja f : U — C uma fungao. p € U é dito uma singularidade essencial se
ela nao é nem uma uma singularidade removivel nem um polo.

Proposicao 66. p é uma singularidade essencial de f se, e somente se, para todo disco
D*(p,r) em torno de p nao contendo p, f(D*(p,r)) é denso C.

Demonstracao. Caso p nao seja essencial, temos que

lim f(2) =0 ou lim f(z) = o0
zZ—p z—p

e em nenhum desses casos a imagem ¢é densa.
Suponha agora que p seja essencial e que f(D*(p,r)) nao seja densa, entao existe um disco
D(q, €) tal que

d(f(2),q) > €

para todo z no disco. Assim tomando

1
9= 7
f—a
vemos que ¢ tem uma singularidade em p e que |g(z)] < 1/e Se g(p) = 0, entdo a
singularidade de f é removivel, se é diferente entao ela é um polo. [

Um resultado muito mais forte, o qual nao provaremos, é o seguinte:

Teorema 67 (Picard). Se p € uma singularidade essencial de f, entao para todo r > 0,
temos que f(D*(p,r)) € o plano inteiro ou o plano menos um ponto.
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Notas por Bruno O.

5.5 O Teorema de Cauchy

Nesta secao estudaremos o Teorema de Cauchy como enunciado por E. Artin. Esta ver-
sao do Teorema se mostrara particularmente 1til em nossos topicos posteriores. De forma
usual, seja U um dominio (aberto e conexo) em C. Definimos Xy = PC'! /reparametrizagoes.
Isto ¢, o conjunto das classes de equivaléncia de caminhos PC?, fechados e que se equiva-
lem caso haja uma reparametrizagao que os relacionem. Em seguida, definimos

k
Zy={) nj-vy | k €Lz, n; €L, 75 € X},

j=1
o Z-moédulo gerado por Xy. Por fim,
H} = Zy/) ~

em que ¥ ~ ' <= n,(a) =1, (a) para todo a € U.

Teorema 68 (Teorema de Cauchy (E. Artin)). Sejam v € Zy tal que vy ~0 e f € H(U).
Entao
/f(z)dz = 0.
v

Para a demonstracao, seguiremos os passos de Dixon', discutindo previamente dois le-
mas.

Lema 69. Sejam f € H(U) e g: U x U — C definida por

(O
S S e
f'(z), se w = z.

Entao g € continua e, para todo w € U, a aplicagio z — g(w, z) € analitica.

Demonstra¢ao. Como f é continua, g é continua em todo ponto (w, z) tal que w # z. Em
w = z, escolha uma sequéncia (wy, z,) que converge a (w, z) conforme n — oo. Note que
podemos escrever

1 /
_ du, w, # 2z,
g(wm Zn) = q Wn — 2n f[wn,zn] f <Iu) H 7&

f,<zn)7 Wy, = Zn.
Lembrando que f € H(U) = f € C*(U), temos que f’ é continua e, consequente-
mente, lim g(w,, z,) = g(w, z). Logo, g é continua. Segue por observagao que a aplicagao

n—oo
Ow(z) = g(w, 2) é continua para w fixo. Também, ¢é claro que é holomorfa exceto em
z =w. Isto é,
dw(z) € C(U)NHU — {w}).
Além disso, lim ¢,,(2)(z —w) = 0. Mas ja vimos que tais sdo condigoes suficientes para
zZ—w

afirmarmos que z — g(w, z) € H(U) logo ¢é analitica em U. [

L John D. Dizon, A Brief Proof of Cauchy’s Integral Theorem. Proceedings of The American Mathe-
matical Society. Volume 29, Number 3, August 1971.
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Lema 70. Seja ¢ : [a,b] — C continua tal que, para todo t € [a,b], a aplicacio z —
o(t, z) € holomorfa. Defina F : U — C por F(z) := ff o(t, z)dt. Entao F € holomorfa e

)= J2 o

Demonstragdo. Escolha r > 0 tal que D(p,7) C U. Seja z € D(p,r). Podemos nos guiar
pela formula de Cauchy para escrevermos

z) :/ / ot w) w - dt.
2mi Clpr) W —

(L, w)

e w € C(p,r). Logo, podemos utilizar o Teorema de Fubini para concluirmos que:

F(z)=— (t,w)dt dw
<Z) 27” C(p,r) |:/ ¢ w :| -z
1
_ L / ) g
2 Jopey W — 2

onde (w) = fab ¢(t, w)dt é continua para todo w € D(p,r). Mas ja vimos, na demons-
tragao do Teorema (41), que fungdes dessa forma sao analiticas e, portanto, holomorfas.
Por outro lado, a equagio [derivadas fung¢oes analiticas| nos diz que:

o) = [0 >(1/’<—“’)2dw

Como ¢ : [a,b] — C é continua, a aplicagao (¢, w) — é continua para todo t € [a, b]

2mi w— z)
[T ¢(w, t) }
B /a |:27T7' /C(p,r) (’UJ - Z>2dw o
> d¢
o —(t, z)dt.

Agora estamos prontos para o estudo da demonstragao do Teorema de Cauchy (68).

Demonstragio. Seja U' = {p € C\ Im(y) | n,(p) = 0}. Por hipétese, U’ C U’. Dado
p € U', podemos encontrar vizinhan¢a V' de p no aberto C\ Im(y) tal que V C U’, pois
n,(p) é localmente constante pelo corolario (31). Logo U’ é aberto. Segue que podemos
escrever C = U’ U U. Considere z € U'NU e g como no lema (69). Entdo para todo
fw) = f(2)

w—z

/yg(w,z)dw:/wdw

/ W) oo — i, (2)1(2)

w—z

f(w)

w—z

w e Im(y), g(w, z) = . Segue que:

——dw,
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visto que z € U’ = n,(2) = 0. Entdo é bem definida a funcao h : C — C dada por:

[, 9w, z)dw, 2€U
hz) =4 fw) ,
f'y mdw, zeU.
Pelo Lema (70), h(z) € H(U). Além disso, é claramente holomorfa em U’, uma vez que
f € holomorfa em Im(v) C U. Logo, f é holomorfa em todo o plano complexo.

Notamos que, para z com modulo suficientemente grande, 7,(z) = 0. Ou seja, z € U'.
Esta observagao nos permite concluir que

h(z) = / 2f(iu)zdw — 0

a medida que |z| — oo. Em particular, h é limitada e, pelo Teorema de Liouville, h é
constante. Concluimos que h = 0. Entao, para z € U \ Im(y):

0= h(z) = Lg(w,z)dw

— / j(ilj)zdw —2min,(2) f(2),

provando a féormula de Cauchy. Num caso particular, se escolhermos g(z) = (z — p)f(2)
para p € U \ Im(v) e aplicarmos a férmula acima, temos:

(e~ P f(2Im(x) = = / w=pfw,,

21 wW— Z

Para z = p, temos o resultado desejado:

0= [y f(w)du.

5.6 Séries de Laurent

Como uma primeira aplicacao do Teorema de Cauchy como visto na segao anterior, estu-
daremos séries de Laurent de fun¢oes holomorfas definidas em aneis. Sejam

AIA(p,Rl,RQ):{Z ‘ Ry < ’Z—p| <R2}

e f € H(A). Escolhemos r; e 7y tais que Ry < r < 19 < Ry e definimos o ciclo
I'={v,, =7} Se z € A(p,r1,72), a formula de Cauchy nos permite escrever:

f2) = f(@)ne(z) =1 J,

onde, pelo desenvolvimento da prova do Teorema (41):

IR A (OIS f(w) n
[_%/ww—zdw_;%/w(w—p)”“dw.(z_p)
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J = L J(w) dw = Z = fw)(w — p)" dw -

2mi ), w— 2 £ 2mi |, (z=p)"

visto que, se w € ,,:

Entao,

CEDY - / e (=) (53)

a chamada série de Laurent de f, em que r < r < ry ~ Ry < r < R,. Vale notar
que a convergéncia é uniforme em subconjuntos compactos de A. Sob essa hipotese,

suponha
[e.e]

) =Y anlz—p)",

n=—oo

Entao, para R; < r < Ry, podemos escrever:

f(w) - an .
[YT (w = p)n+1dw = Z /r —(w — p)n_kﬂdw = 2mia,

k=—00

j& que os termos k # n possuem poténcial holomorfo e, portanto, suas inte-

(w _ p)n—k+1 ’
grais no caminho fechado 7 se anulam. Concluimos que decomposigao (5.3) é tnica.
5.7 Teoria dos Residuos

Notas por Victor J.

Seja f : U — C , a € U uma singularidade isolada, temos pelas partes anteriores:

f(z) = an(z—a)",

nez

Definigao 36. O residuo de f em a é o termo a_; de sua série e notamos a_; = Res,(f).

Pela formula para os coeficientes da Série de Laurentz 5.3 temos que para r suficientemente
pequeno, 7, € PC! o circulo de centro a e raio r orientado positivamente, temos:

Resa(f):/f(z)dz. (5.4)

Da mesma forma, se I' ¢ um ciclo em U — {a} tal que I' ~ 0 em U e dé uma volta ao
redor de a (nr(a) = 1), entao:

Res,(f) = [ £(:)ds
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Proposicao 71. Dado R > 0 tal que a seja a inica singularidade de f em D(a, R) C U,

entao Res,(f) é o dnico valor « tal que a fungdo z — f(z) — —— possui potencial
z—a

holomorfo em D(a, R) — {a}.

Demonstragao. Utilizando a série de Laurentz e a definicao anterior, temos:
Resa
z an(z —
f(z) — P Z n(z —a)"
n#l

De forma que fica claro que tal funcao possui uma primitiva holomorfa

g(z) = (z — a)"*! definina em D(a, R) — {a}.
n#1 T +1

«

Reciprocamente, se f(z) — = ¢'(2) em D(a, R) — {a}, tomamos 0 <r < Re . o

circulo de raio r ao redor de a, temos:

o
Res,( ! dz = a.
° 2m/f " 2mi g(z)+z—a2 “

Teorema 72. (Teorema dos Residuos de Cauchy) Seja f : U — C e S(f) ={a1, -+ ,a,}
as singularidades de f em U. Dado um cicloT CU com T ~0 e T NS(f) =0, entao:

/f(z)dz = 2mi Z Resq, (f) nr(a;).

Demonstracao. Ao redor de cada singularidade a;, tomamos um circulo C; C U orientado
positivamente de forma que a; seja a tnica singularidade de f no interior de C;.

Temos entao:

1 |, sei=yjy,
0 ,seti#j.

ne;(aj) = 045 = {

Tomamos o cliclo T = 3" nr(a,) - C;, afirmamos que I' ~ T em U — S(f), de fato:
Se z ¢ U ¢ claro que np(z) = nr(z) = 0. Ja para a; € S(f)

n

ni(ai) = nelai)di; = ne(ai).

Jj=1
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Assim, como o ntimero de voltas coincide para todo ponto fora de U — S(f), temos L ~T
em U — S(f). Portanto, pelo Teorema de Cauchy 68 aplicado ao ciclo I' —=T" em U — S(f),
temos:

[ steriz = [ ez - if;m(ai) [ scpa:

= 21 Z nr(a;)Resq, (f)

Observagio. E imediato das defini¢des que se a € U é uma singularidade removivel de f,
entdo Res,(f) =0; Se a € S(f) é um polo de ordem m, temos em uma vizinhanga de a:

com g holomorfa nesta vizinhanca, logo:
(z—a)"f(z)=a1(z—a)" + - F+a_pm+9(2)(z—a)",

Fazendo a expansao de g em série de poténcias ao redor de a fica claro que:

a_1 = Res,(f) = lim an! ((Z — “)mf(z>> . (5.5)

z—a dzm~1 (m—1)!

Exemplo 11. Seja f € H(U) nao identicamente nula e um zero a € Z(f) de ordem
m, entao pela Forma Local de fun¢oes Holomorfas temos que em uma vizinhanca de a,
f(2) = (2 —a)"g(z), com g holomorfa e sem zeros nesta vizinhanca, temos:

A fungao f'/f possui um polo em a de ordem m e a fungao ¢'/g é holomorfa nesta
vizinhanga pois g nao possui zeros. Assim:

Resq(f'/f) =m = ord.(f),

isto é, se f € H(U) o residuo da funcao f’/f em um zero de f é a ordem deste zero.

5.7.1 Principio do Argumento

Seja f € M(U) uma fungdo meromorfa, notaremos o conjunto de suas singularidades
como P(f), pois sao, por definigao, todos polos. Dado um ciclo I' C U tal que I' ~ 0 em
Uel'NnP(f) =0, podemos calcular o numero de voltas do ciclo f o' ao redor de 0 pelo
Teorema de Mudanga de Variaveis:

1 1 f'(z)
nfoF(O) = % / ;dz = %/ f(Z) dz.
r

foll
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Entao, pelo Teorema dos Residuos de Cauchy 72:

) = S Res(f/F) - m(a).

acZ(f)UP(f)

De fato, como visto no Exemplo 11 se a € Z(f), entdao Res,(f'/f) = ord.(f) é sua ordem
como zero de f. Ja para a € P(f), podemos fazer o mesmo raciocinio do Exemplo 11, mas
utilizando a ideia para polos. Seja a € P(f) um polo de ordem m, em uma vizinhanga de
a, temos:

g(2)
f(z) = o

para uma funcao g holomorfa e que nao se anula nesta vizinhanca. Entao, para +, circulo
de raio r ao redor de a contido nesta vizinhanga:

Resu(f'/f) = 5= / o =) (G )

Ir

= —m = —ord,(f).

Com esta caracteriza¢ao juntamente com o Exemplo 11, concluimos que para f € M(U)
nao identicamente nula, temos que se a € Z(f) U P(f), entao

Resq(f'/f) = Va(f),

onde V,(f) é a valuacao discreta discutida na Prop. 56. Com isto, podemos concluir:

Teorema 73. (Principio do Argumento) Dada f € M(U) e um ciclo I' C U tal que
F'~0emU el NP(f)=0, entio:

2m/f/ “dy = orda(f)np(a) — Z ord,(f)nr(a).

(2)
€Z(f) acP(f)
Temos como colorario um teorema muito utilizado:

Corolario 74. (Teorema de Rouché) Seja U C C dominio, v C U um caminho fechado
tal que y ~0 em U, e f,g € H(U) tais que |f(z) — g(2)| < |f(2)| para todo z € v. Entao:

Z 77'y<a)07nda(f) = Z 777<a)orda(g)a

acZ(f) ac€Z(g)

isto €, as funcgao possuem a mesma quantidade de zeros, contando multiplicidade, no
interior de 7.

Demonstragao. Pela desigualdade da hipdtese, temos em particular que f nao possui zeros
em -, dividindo a inequancao por |f(z)|, temos:

g9(2)

‘1—m‘<1 , para todo z € 7.
9(2)
f(z)

esta contida no disco D(1,1).

De fato, a fungao h(z) =
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Logo, com uma mudanca de variaveis, temos:

0 = 7oy (0) = / Z((;) dz.

v

Podemos entao aplicar o Principio do Argumento na fung¢ao h e pela relagao dos zeros e
polos da h com os zeros das fungoes f e g e suas respectivas ordens teremos o resultado. W

Este teorema pode ser pratico para encontrar a quantidade de zeros no interior de um
conjunto para certas fungoes, vejamos no exemplo:

Exemplo 12. Sejam g(z) = 2° — 32% + 1, f(2) = —323, claramente f possui 0 como uma
raiz de multiplicidade 3. Se tomarmos C' o circulo de centro 0 e raio 1, temos:

1f(2) —g(2)| <2< 3=]f(2)], para todo z € C}.

Logo, pelo Teorema de Rouché, g também possui 3 zeros no interior de C; (contando
multiplicidade). Esta ferramenta pode ser ttil, pois apesar de sabermos que g possui 5
zeros contando multiplicidade, nao é trivial determinar onde estao estes zeros.

Temos também como Corolério do Teorema de Rouché:

Teorema 75. (Teorema Fundamental da Algebm) Seja P : C — C um polindomio de grau
n, entao P possui n raizes complexas (contando multiplicidade).

Demonstragao. Seja P(z) = a,2" + -+ + ag, tomemos um real R > 0, tal que para
|z| > R, o termo dominante de P seja muito maior que todos os outros, isto é, tal que
|anz|" > |an_12""1 + - - 4 ag|. Isto é sempre possivel devido & velocidade de crescimento
de |z|", entao:

|P(z) — an2"| < |a,z"|, para todo z € Chg,

onde Cr é o disco de centro 0 e raio R. Assim pelo Teo. de Rouché, P(z) possui n zeros
(contando multiplicidade) no interior de C'gr. Como podemos fazer o mesmo para todo
r > R, concluimos que P possui n zeros (contando multiplicidade) em C. [ |

5.8 Calculo de integrais reais
Uma aplicagao popular do teorema dos residuos (em cursos de matématica, pelo menos) é

para calcular integrais reais definidos. Nesta parte veremos alguns exemplos; comegaremos
com uns lemas tuteis.
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Denotamos

Sect(0y,605) :={z = e’ r>0,0c¢ (01,02)}
Sect(@l, 92;7”0) = {Z = €i9 r > 7“0,9 € (01,92)}

Lema 76 (Lemma I). Seja f continua em Sect(6y,02) (ou integrable), e com

z- f(z) — 0.

Z—00
Entao

lim / f(z)dz=0
R—o0
TR

onde Yr(t) = Re',t € (0y,65).

A

Y

Demonstracao. Temos

/WR f(2)dz

= / f(2)ldlz] < 27 R flloqn —— 0.
TR

Lema 77 (Lemma II). Seja f continua em Sect(6y,02) NID(0,ry), e com

z- f(z) — L.

z—0
Entao
lim/ f(z)dz =i(0s — 01)L
Yr

r—0

onde 7, (t) = re' t € (6y,0,).

Demonstracao. Calculamos

/%f(z)dz = /7 (M + £> dz = A dei(e? — )L

z z zZ
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A fungado g(z) = zf(z) — L converge a 0 quando z +— 0, e

/ Mdz

Lema 78 (Lema de Jordan). Consideramos U = {z: Sz > 0}\{a1, -+ ,a,}, e f € H(U).
Suponhamos que lim,_,, f(z) = 0. Entao, para todo A > 0 vale

/ e f(2)dz — 0,
R—o0

TR

< .
< llgllon 27 — 0

onde yr(t) = Re',t € (0, 7).

Nota. Observe que a funcio |e¢*?| = e~ converge rapidamente para zero quando z — oo.

Demonstracao. Calculamos

/ e f(2)dz

TR

™
< Hf”O,'yR/ e Md|z| = ||f”0mz/0 o—ARsing g

TR
Por outro lado,

™ ) w/2 )
/ e—ARsmOd@ — 2/ e—ARsmﬁd‘g — 97
0 0

[}

(0.1)

(n/2,0)

Figura 5.1: Em [0,7/2] temos sin§ > 26.

Assim,

21

2I < 2/ e MR = T (1 — ey < L
0

2R\ R\

e por tanto

/ e f(2)dz

TR

T
< ||f||0,”/R§ — 0.

R—o0

A continuagao veremos exemplos de como calcular integrais definidas.

67



5.8.1 Integral de funcoes periédicas sobre seu periodo.

Consideremos a > |b|: queremos calcular

1 1
I=— [ ——db.
27T/a+b0050

# a parametrizacdo direta do circulo unidade: podemos escre-

Denotamos por v(6) = e

ver
z ="
dz = ie =iz
el 4= 4 1
cosf = =
2 2
e por tanto

1 2
[=— /—dz.
2mi J., bz2 +2az+0

Se g(z) = m temos pelo teorema dos residuos,
I=2 Z Res,(g).

Claramente g tem dois polos de ordem 1 (as raizes do denominador), que por célculo
direto obtemos

Oé:%( a’>—b% —a)
52%(—\/m-a)

Destes, somente « esta dentro de D, e

Resag = lim(z = a)g(z) = bla—p) et

Concluimos que

Caso particular a =1 Temos

i/% o 1
2r Jo 14+bcos /1 — b2

Como |b| < 1 os utilizar o teorema do binomio para expandir

1—b*)"" = i (_711/2> b (—1)"

n=0
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com

(-1/2) _ Y2 (2ot ) D o

n

n! 21|

_ (=
= e - (2n)!.

Assim, podemos escrever

L [ do 1 [ = (2n)!
- —F == b"(—1)" cos™ Odf = b
2 Jo 1+bcosh 271 J, ; (=1)" cos Z 227 (nl)?

n=0

A féormula anterior é valida uniformemente para |b| < 1: deduzimos que

[, (2n)!
— " 0dh = )
27 J, o 22n(nl)?

5.8.2 Valor principal de integrais

Queremos calcular integrais reais improprias. Lembremos os seguintes conceitos de ana-
lise.

Seja f : R — R uma fungao medivel. Dezimos que

1. f tem integral absolutamente convergente se

/_oo F()|dt < oo.

Neste caso, com um pequeno abuso da lenguagem, escrevemos f € L1(R).
2. f tem integral condicionalmente convergente se f ¢ L'(R) e
0

R
3 lim / f(t)dt € R ou 3 lim f(t)dt € R.
0 R—o0

R—o0 _R

3. Se existe limp_og LRR f(t)dt € R, chamamos este nro. o valor principal da integral,
e escrevemos n
vp/ f(t)dt = lim / f(t)dt.
—00 —R

R—o0

Exercicio: Mostrar que se f € L!(R), entao

up /Zf(t)dt - /Zf(t)dt.

69



5.8.3 Integrais de funcoes racionais

Vejamos dois exemplos. Para comecar, queremos calcular

>~ d
T
[ = / - a> 0
o Teta
Podemos utilizar uma primitiva para o calculo, mas vamos a utilizar o método dos residuos
neste caso simples, para nos familiarizar mais com esta ferramenta.

Para R > 0 seja ' = yg xtg onde t, : [— R, R] — C,tg(t) =t.

Y&

e
S o

R

Figura 5.2: A curva I'g.

Como f(x) = —IQLLQ IS £1(]R), temos
I = lim f( )d f( )—— —1
Rl . z2)dz z JERp

e pelo Lema I,
I = lim f(z)dz.
I'r

R—o0

Por outro lado, pelo teorema dos residuos
(2)dz = 2miRes;q f
g

sendo z = ta a unica singularidade de f dentro da curva I'g. Claramente ia é um polo de
orde, 1, e por tanto

1 ™
OmiResf = 2mi lim (z — i — 2mi i — = -
miResq [ nglila(z ia)f(2) nglzaaz%—la a

Concluimos que [ = ~.

Nosso segundo exemplo nesta parte é calcular

< dx
J‘/_oo:c4+1

Procedindo de forma anéloga, temos

1
J =l = 27 li Res, =
A s 2, Ref S =
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A funcao f tem 4 polos simples a; = exp ((2]' + 1)%) ,J = 0,1,2,3; podemos calcular,
utilizando L’Hopital
Z — aj : 1 1

Res,.f = lim = lim — = TN
I z=a; 24+ 1 z—a; 423 dexp ((2j + 1)3%)

e em particular nao dependem de R. No final, temos

mi, 1 1. T2
?(6i37r/4 + ei”/4) 9

J =27i (ReSay f + Resq, ) =

5.8.4 Integrais com singularidades

/00 sin(ax)dx a > 0.

T

Queremos calcular

sin(az)
z

Observemos primeiro que a funcdo f(z) = nao estd em L'(R) (ver figura).

A

m n
. 2k+1)1
(k1) ( )Za

w|=

Temos o
< |sin(az)| T a
——dx > S e =00
[ a3
Por outro lado, utilizando um argumento semelhante e o Teorema de Leibnitz para series
alternadas vemos que [° sin@r) 70 & finito, e por tanto a integral é condicionalmente

—00 x

convergente. Vamos entao a calcular

[:Up/o‘)sin(—ax)dx.
_ x

o0

Seja g(z) = emz%: esta ¢ uma func¢ao meromorfa, com um polo simples em z = 0 de

residuo 1. Consideramos a curva I'r, como na figura abaixo.
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Figura 5.3: Semi-circulos evitando uma singularidade.

Temos

/;'r g(x)dx + /ng(x)dx + /m g(2)dz — /{T g(2)dz;

pelo Lema de Jordan

0= /_:g(m)dx + /Toog(a:)da: - /% g(z)dz

_ /Oo g(x)dz — Ti.

[e.9]

e pelo Lema II

Deduzimos,

vp/ sm;a:c)dx .

[e.e]

(e também que vp ffooo C"S;—ax)dw =0, o qual é claro pela simetria da fungao cos.)

Observagao. Se denotamos para a > 0 I, = vp ffooo %dm, temos
lim/l, =7 #0=I,.
a—0

Nao é possivel em geral intecambiar limite com integral para fun¢des com integral condi-
cionalmente convergente.

5.8.5 Outras integrais

Para 0 < a < 1 queremos calcular

]:/ ¢ dx
oo L4 €%
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Temos que [ é absolutamente convergente. Seja f(z) = i7e=: f € meromorfa em C com

polos simples em z = (2k + 1)mi, k € Z. Notemos também que

f(z+2mi) = ¥ f(2).

Consideramos o caminho fechado I'g = v — v + V; — V5.

-¥
< R42
A
-Vz‘# ‘U'l
> >
-R \,fl R

E facil de ver que limp_,o0 Jy f(z)dz =0, e

/7 2 F(2)dz = e2mia /7 | f(2)dz.

Como a tunica singularidade dentro de ' é 2z = 7, temos
2miResix f = limp_ o0 F(2)dz = (1 — e¥™a)]
I'r

Para finalizar, calculamos

az

. . (& . —€ ;
Resizf = lim (z — im) = lim —— = —¢""
2T e + 1 z—mi ey
Deduzimos A
2me’™® 21 T
627ria -1 - eﬂ'ia _ eﬂia - sin 7T&.

5.8.6 Integrais de raizes e logaritmos: pontos de ramificagao.

Consideramos aqui outro tipo de integrais, que involvem a funcao logaritmo.

) 331/3
I = / dz.
0 1 —+ .]72
Notamos que esta é uma integral absolutamente convergente. Para utilizar o método

P 4 . ~ 1/3 " ~
dos residuos o natural é considerar a fungao f(z) = 1.7, borém esta fungao como sa-

bemos nao é bem definida em todo o plano e precisamos especificar um ramo analitico.
Equivalentemente, devemos especificar um ramo de log z.

Escolhemos U = C \ [0, 00) (0 € (0,27)) e consideramos f : U — C,

1) Queremos calcular

J1/3

f(z) = e = feHU).

Definimos ', = g — 7 + C1 — Cy;
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R
i

é >
- 2
Yr

Como

3 = e2m/3|2|1/3 e por tanto

Por outro lado, em Cj temos que 2!/
f(2)dz = ™3 [ f(2)dz
CQ Cl

Concluimos que

(1 — e¥m/3) ; f(2)dz = 2mi(Res; + Res(—i)f) = (1 — e*™/*I = 27i(Res; + Res(—i)f).

Assim,
_ 2\ ~1/3 im/6 —im/3 3
Res;f = lim (2 _Z)Z ‘ 26‘ _ :_1_¢£
=i (z — 1) (2 +1) 2i 2 2
/2 1
e
Res f = ——F—=—=
es-if 2i 2
e por tanto

2mi(Res; + Res(—i)f) = —mie’™?
mie'™/? m

= T
e2mi/3 _q \/§
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2) Queremos calcular

> logx

J = / %dm a > 0.
1 r+a

Claramente a integral é absolutamente convergente. Consideramos o ramo do logaritmo

obtido tirando parte negativa do eixo y, isto ¢, logz com 0 € [—7/2,37/2) e defini-

mos

log 2z
Z)= ——.
/() 22+ a?
Esta escolha do ramo é feita pois neste caso f tem apenas um polo simples z = ia no
semi-plano Sz > 0 (Res,f = l(;gz.;a = zOga;in/ 2, por tanto podemos utilizar um par de

semi-circulos conetados como na figura 5.3. Notar que
limzf(z) = lim zf(2) =0
z—0 Z—00

e por tanto no limite » — 0, R — oo nao temos contribucao destes semi-circulos. Notar
que pela escolha do ramo do log vale log(—x) = log x + i, assim que

1 i7/2)
2miRes; f = m(loga +im/2) = lim lim / f(2)dz +/ f(z
a r—0 R—oo
* logx *°
-9 ~dz _ e
/0 22 + a? —|—z7r/0 x2+a2
Por tanto,
mloga
J = :
2a

5.9 Convergéncia de Funcoes Holomorfas

Notas por Igor Soares

5.9.1 Convergéncia Uniforme em Compactos

Seja U dominio (aberto e conexo) em C, e uma sequéncia de fungdes (f,,),, Holomorfas,
por enquanto podemos supor que elas sao apenas continuas ou limitadas.

Definigao 37. (Convergéncia uniforme em compactos) Diremos que essa sequéncia de
funcgoes (f,,), converge uniformemente em conjuntos compactos para f (notagao f, = f)
K

se para todo K compacto, vale:
|[fn — fllxo0 — 0

Onde na esquerda temos a norma uniforme em K,

sup [ fu — f(2)] = | fn = fllxo
reK

Observagao.
e Todo subconjunto U C C aberto é o-compacto, isto é:
Existe uma sequéncia enumerével de compactos { K;}3°;, de forma que

K; C K;41 C U, para todo 4; Além disso, U = |, K.
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e Se escrevemos U = J, K;, como uniado de compactos é facil ver que para qualquer
compacto K C U temos que existe um 7 de forma que K C K;.

Assim podemos concluir que se || f,, — f| = f.
K

Proposicao 79. Se f,, holomorfa e f, = f entao f € H(U).
K

Demonstracao. Como a convergéncia ¢ uniforme entao o limite é uma fungao continua,
para mostrar que sao holomorfas podemos usar o teorema de Moreral44], ja que a integral
de f em triangulos pequenos pode ser a aproximada por integrais de f,, que sempre sao
zero por serem holomorfas.

[
Proposicao 80. Se f,, holomorfa e f, = f, entao temos que f! = f', por indugdio
K K

podemos mostrar que f,ﬁf”) = f(r)
K

Demonstrag¢io. Mostraremos que se D(p,r) C U, entdo temos que:

1o = Fllog — 0

E suficiente mostrar isso pois, cada compacto se cobre com uma quantidade finita de discos
fechados, e se temos convergéncia uniforme em cada um deles entao teremos convergéncia
uniforme em uma uniao finita deles.

Para isso, considere R > r, de forma que D(p, R) C U e z € D(p,r)

@kp

Seja C'r o circulo de raio R orientado positivamente. Entao podemos calcular a distancia
usando a formula integral de Cauchy|4.3]:

)= e <5z [ DTy
R

S(R ) Hf anCRTO

Corolario 81. (Teorema de Hurwitz) Seja U dominio e (f,), sequéncia de fung¢ées holo-
morfas de forma que:
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e fnaf
K

e Z(fn)=10,Yn
Entao temos duas possibilidades: Ou f =0, ou Z(f) =10

Demonstragao. Assuma f # 0, entdao Z(f) ¢ discreto.

Dado um p € U, existe um r de forma que D(p,7) C U e f‘c nao possui nenhum zero.
Isso é possivel pois o conjunto de zeros é formado por pontos isolados.

Logo fi = % além disso, pela proposigao anterior f) = f'.
" Cy Cr
Logo,

/ /
_":;_
fn Cr f

Assim pelo principio do Argumento|73] temos:

I I
0 = lim / = / =
noJe. In Cr /
Assim podemos concluir que C, nao contém nenhum zero de f em seu interior, em parti-

cular f(p) #0 [

Corolario 82. Seja (fn), C H(U), U dominio, f, = f, além disso suponha f, injetiva
K

em U.

Entao temos duas opgoes: Ou f € constante, ou € injetiva.

Demonstracao. Assuma f(p) = f(q), toma r < |p — ¢q| e defina g,(z) = fu.(2) — fu(p)

no disco D(q,r), temos que Z(g,) = (), pois tomamos o r pequeno o suficiente para nao
conter p.

gn = (f = f(p)

Assim como f — f(p) tem um zero em D(q,r) pelo corolario anterior temos que f = f(p)

Considere uma sequéncia de compactos (K;);>o, K; C U, Vi.

De forma que
Ki C Ki+1 cU
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Defina a distancia entre fun¢ées Holomorfas (ou continuas):

o0

W9 =2 5T 7 — g

K;

Exercicio:

Mostre que d é de fato uma distancia em H(U) ( respectivamente C'(U)), mostre
além disso que d(f,,, f) — 0 <— f. = f.
n K

Assim a topologia compacto aberta é dada por uma métrica d.

5.9.2 Familias Normais
Vamos recordar alguns conceitos:
Seja F uma familia de funges continuas, F C C'(U) = C(U,C) ¢é dita:

e Pontualmente Limitada se Vo € U 3M, > 0 de forma que |f(z)| < M,, para
toda f € F

e Equicontinua Se Vx € U, Ve > 0, 35(z,¢) > 0 de forma que [z —y| < § =
[f(z) = fly) <€, VfeF

e Uniformemente Equicontinua Se Ve > 0, 30(¢) > 0, Vo € U de forma que
[z —yl <6 = [f(z) - fly) <€, VfeF

Exercicio:

1. Se temos uma familia F equicontinua em K C U entao a familia é uniforme-
mente equicontinua em K

2. F equicontinua e pontualmente limitada implica F é uniformemente limitada
em compactos, isto é :

K c U Compacto = sup||fllox < o0
feFr

Teorema 83. (Arzela - Ascoli)

Seja K C C compacto, F C C(K) entao F € sequencialmente compacto se e somente se,
€ equicontinua, limitada e fechada.

Uma consequéncia desse teorema é que dado U aberto, F C C(U) equicontinua e limitada
pontualmente, entao qualquer sequéncia tem subsequéncia (f,m))n que converge em um
subconjunto compacto de U.

f(p(n) = f
K

Observagao. f pode nao estar em F.

Definigao 38. F C H(U) ¢ dita normal se para qualquer sequéncia em JF possui uma
subsequéncia convergente em compactos de U.
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Corolario 84. F C H(U) equicontinua e pontualmente limitada, entao F € normal.

Teorema 85. (Montel)

F C H(U) limitada em conjuntos compactos de U, entao F é normal.

Demonstracio. Considere Dy, = D(p,2r) C U, D, = D(p,r).
Afirmacgao: F ¢ equicontinua.

Para demonstrar a afirmacao toma f € F e toma z,w € D,, entdo vale a igualdade pela
formula de Cauchy|4.3]:

)= ) = 5 [ e

Portanto:

Z—Ww

|f(2) = f(w)] <

- M, = a,|z — w|
,

Onde M, = supjer|f|[5,.0

Como a, nao depende da funcao, somente do disco, temos que a familia é lipschitziana
com a mesma constante, logo a familia é equicontinua.

O resultado segue usando equicontinuidade em U e usando o corolario anterior. |
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Capitulo 6

Geometria Hiperbodlica

6.1 Transformacoes de Mobius

Vamos a estudar as propriedades basicas de certo de tipo de transformagao.

Definicao 39. Dezimos que M : C — C é uma transformacio de Mébius (M € Méb) se
existem a, b, c,d € C com ad — bc # 0, e tais que

az+b
cz+d

M(z) =

Acima estamos tomando como convenc¢ao que

a

c#0
M(OO) —= & 7£
oo c=0.
Claramente M é meromorfa em C, e
ad — bc d
M/ = - T .
0= (o 2Foo

Suponha que ¢ # 0: entao M(—%) = 00, e podemos utilizar a carta local ¢ : C \ {0} —

C,o(2) = % Definimos M = ¢ o M, que ¢ uma transformacao de Mobius, e satisfaz

M(=%) =0,

Cc

~ bc — ad ~ o d 2
M'(z) = ﬁ; em particular M(_E) S # 0.

"~ be—ad

O caso z = oo se estuda de forma analoga. A consequéncia é que M é derivavel no sentido
complexo em todo z € C, com M’(z) # 0.

Observagao. Pode se verificar diretamente (ver a parte seguinte) que M € MGb é inver-
tivel, com inverta M~! € Mob, e em particular ¢ conforme.
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Com o anterior vemos (a identidade é uma transformacao de Md&bius) que Mob é um
grupo. O grupo de transformacoes de Mobius também se denomina grupo projetivo linear.
Para entender este nome, lembremos que pdemos identificar C com a linha projetiva
complexa:

PC =C?—{(0,0)}/ ~ (21, w1) ~ (20, w3) & IXN € C, Mz1,w1) = (22, ws).

A classe de (2,w) se escreve em coordenadas projetivas como [z : w], e o mapa @ :
PC — C dado por ®([z : w]) = £ é um bi-holomorfismo. Utilizando esta identificacao, a
transformagao de Mdbius M corresponde a um par de mapas lineares, [z : w] — [az + b :

cz +dJ.

6.1.1 Representacao do grupo de transformacoes de Mobius

Dada M(z) = zjj_rs, podemos observar que se A # 0, entao M (z) = %. Tomando

— 1 7
D = T (qualquer raiz), obtemos que podemos escrever

b
Mish = {M(z) = ‘”Zid ad —be = 1}
(674

Observe que a condi¢ao acima no determina univocamente a,b,c,d (exemplo: Id(z) =

1240 _ (—1)Z+0>)
0z+1 O0z+(—1)//"

Perceba que podemos escrever,

a | ztb/a| _ a 1
c |:z+d/c:| ¢ |:]' - a(cz+d)] a,c 7é 0

az+b_ )
cz+d ) czvd a=0
az+b c=

e por tanto, qualquer M € Mob é composicao de
e traslagoes z — z + b.
e rotacoes z > ez
e dilatacoes z — rz, r > 0.
® a inversao z — %

Isto mostra em particular que M é invertivel, com inversa em MGdb, e por tanto Mob <

~

Aut(C), onde R ) R
Aut(C) ={f : C— C: f bi-holomorfa}.

Consideremos agora ® : S1(2,C) — Mo,

B2 =M M(z) =20

O leitor pode verificar mediante um simples calculo que
o o([5]) = Id.
e o([ef] [whD=2(etDoo([v}h])



¢ dizer ® ¢ um morfismo de grupos, que é claramente sobrejetor. Além disso, ker(®) =
{£[{ 9]}, e por tanto, como grupos mod =~ SI(2,C)/{+1d}.

Definicao 40. O grupo PSI(2,C) = S1(2,C)/{£Id} ¢ o grupo especial projetivo com-
plexo. O subgrupo PSI(2,R) < PSI(2,C) que corresponde a classes tais que seus repre-
sentantes tem coeficentes reais é o grupo espcial projetivo real.

De agora em mais escreveremos PSI(2, C) = M&b.

Proposigao 86. M € Mdb, entao M envia circulos em C (€ dizer, um circulo ou uma
reta em C) em circulos em C.

Demonstracao. Isto é claro se M é traslacao, rotacao ou dilatacao. Assim, pela forma de
uma M € MGo6b geral, e suficente verificar o caso quando M(z) = é A equacao de um
circulo/reta em C é dada por

alz* +b+R(bz) +c=0 a,c€R,beC,|b*—ac>0.

Aplicando M(z) = 1 = w obtemos,

a+ Rbw) +cw|* =0, [b]* —ac>0

o que é a equagao de um circulo/reta em C. [ |

6.1.2 O grupo especial projetivo real

Consideramos A = [¢4] € PSI(2,R), e observemos que a transformacao de Mobius M4
que ela define envia H = {z : §(z) > 0} em ele mesmo, pois

az+0b I(2)

cz+d> T ezt dP

3(
Observemos também que M4(R) = R.
Definicao 41. H se denomina plano hyperbolico.
Proposigao 87. Seja M € Mdb que envia R em R. Entdo M = My para A € PSI(2,R).
az+b

Demonstragao. Escrevemos M(z) = g com ad —be=1. Se ¢ # 0, entao

lim M(z) = £ € R,
C

T—00

e como M(R) C R, M'(R) C R. Assim,

2
ceR d=20
M’(z): 1 {c

— =
(cz+d)? (cx+d)?=c2* +2cdr +d* €RVz € R d #0.
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O primeiro caso d = 0, podemos escrever

a 1
M(z)=—-—+——
() c c/bz
e como bc = —1, ¢/b = c*/ —1 € R, o que mostra que M pode se escrever com coeficentes
reais. No segundo caso, d # 0, temos d*> € R (z = 0) e fazendo z = 1,2 = —1 obtemos
que ¢, cd € R, por tanto < = g—z € R. Como ad — bc = 1,15’ € R e no final podemos

escrever M com coefficentes reais:
az+b afcz+b/c
cz+d  z4dlc

Se agora ¢ = 0, M ¢ linear e o resultado ¢é claro. [ |

6.2 Propriedades geométricas das transformacgoes de Mo-
bius
Notas por Pedro B.

Agora que sabemos como sao as transformacgoes de Mobius veremos suas propriedades
geométricas. Primeiros definiremos o que sao linhas retas no plano hiperbdlico.

Definicao 42. Uma reta nao euclidiana em H é uma reta vertical ou a interse¢ao de um
circulo co centros no eixo real com H:

o

Denotamos por Ny, o conjunto de todas essas linhas.

A defini¢ao acima pode parecer estranha, mas na verdade ela é bem natural, umas vez que
as linhas acima representam geodésicas com respeito a uma certa métrica Riemanniana,
como veremos mais tarde.

E imediato que PSLy(R) age em Nj,: para A € PSLy(R), M, preserva angulos e o
eixo real, logo retas perpendiculares ou circulos com centro no eixo real em retas nao-
euclidianas. A seguir veremos que essa agao é transitiva, isso €, s6 existe uma orbital

Proposicao 88. Dados 21, 2y, 260 € C dois a dois distintos eziste uma unnica transfor-
magao de Mobius M tal que

M(z) =0, M(z1)=1 e M(z) =00

Demonstracao. Primeiro note que 2y, 21, 250, & transformacao

zZ— 20 21 — oo

M(z) =

Z — Zoo Z1 — R0
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satisfaz a condicao desejada.

Para unicidade veja que caso M tenha trés ou mais pontos fixos, entao M é a identidade,
j& que a equacao
M(z) =z

se reduz a uma equacao de segundo grau. Logo, se M(z;) = M'(z;), entao 0,1 e oo sao
pontos fixos de M’ o M~ e portanto M = M’. |

Corolario 89. A agao de Mdb em C é 3-transitiva, isso €, dadas duas triplas z1, zo, 29 €
wy, we, wsg de nimeros dois a dois distintintos, entao existe M € Méb tal que M (z;) = w.

Demonstragao. Sejam My, My € MGb tais que Mi(z1) = 0, Mi(2z3) =1 e Mi(z3) = o0 e
Ms(wy) = 0, My(wy) =1 e My(wsz) = 0o, entao

My o M1_1
é a transformacao desejada. [ |
Agora podemos mostrar que a agao de PSLy(R) é transitiva em Ny,
Proposicao 90. a a¢ao de PSLy(R) € transitiva em Ny,

Demonstragao. Seja @ o eixo y. E suficiente mostrar que para para qualquer reta L € Nip
existe A € PSLy(R) tal que

Ma(of) = L.
No caso em que L é uma vertical, basta tomar uma translacao.

Suponha entao que L seja um semi-circulo da forma

S r

entao transformacaoM, associada a

mapeia @ nesse circulo. [ |

Outras nogao importante sobre as transformacoes de Mobius é aquela de razoes cruzadas:

Definicao 43. Para zq, 29, 23 € C dois a dois distintos, definimos
(21211290 23] = M(2)

onde M ¢é a tnica transformagao de Mobius tal que M(z1) = 0, M (z2) =1 e M (z3) = 0.
[2: 21 1 29 : 23] é chama da razao transversal de z, 21, 25 € 23.
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Proposicao 91. Para M € Mdb temos que
(2211200 23) = [Mz: Mz : Mzy 1 Mz3)
Demonstracao. Seja M' € Mob tal que
(21211290 23] = M(2)

entao

M oM™
é tal que Mz; — 0, Mz — 1 e Mz3 — o0, logo
[2: Mz : Mzy: Mzs) = M' o M~(2)

Corolario 92. Temos que z,z1, 22,20 € C estdo em uma mesma linha/circulo (circulos
em C) se, e somente, [z : z1 : 23 : 23] € R.

Demonstracao. Suponha que z, z1, 29, 29 € C estdao em uma mesma linha L, entao existe
M € Mab tal que M(L) € R, entao

(221120 23) = [Mz: Mz : Mzy : Mz

ecomo Mz € R, [Mz: Mz : Mzy: Mzs] € R.

Reciprocamente, se M(z) = [z : 2 : 2 : 23] € R, entdo M~ (R) é um circulo em C que
contém nossos pontos. |

Bem, nos vimos muitas propriedades interessantes das transformagoes de Mobius, agora
podemos nos perguntar, como sao outros automorfismos da esfera de Riemann, mas o
resultado abaixo nos diz que os tnicos automorfismos sao as transformacgoes de Mo-
bius!

A

Teorema 93. Aut(C) = Mb.

Demonstracao. Sabemos que qualquer fungdo meromorfa em C é racional (a razao de dois
polinémios), logo para M € Aut(C),

P(z)
Q(2)

mas o fato que existe M ~! implica que deg Q = deg P < 1, e portanto M é de Mdbius. W

M(z) =

6.3 Automorfismos do Disco e do Plano Hiperbdico

Agora veremos como sao os automorfismo do plano hiperbolico H e do disco D, comegando
com o famoso Lema de Schwartz:

Teorema 94 (Lema de Schwartz). Seja f : D — D holomorfa com f(0) = 0, entdo valem
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(1) 1f(2)] <z,
(i) |/ (0)] < 1.
Além disso vale a igualdade em algum dos dois itens para algum z se, e somente se,

f(z) = Az onde \ € S*.

Demonstragao. Defina a funcao

@) =0
9(2) {f’(o), 2=0.

Ela possui um singularidade removivel em z = 0 e portanto é holomorfa em . Seja
D, ={z| |z| < r}, pelo principio do maximo, temos que

£ (=)l

|9(2)| < max.cop,{]9(2)|} = max.cap, ER <1/r

logo fazendo r — 1, obtemos que g(z) < 1.

Agora suponha que f'(0) = 1 ou |f(z)| = |z| para algum z € D, entdo a fungao g
definida acima atinge seu moédulo méximo em algum ponto no interior de seu dominio, e
, novamente pelo médulo maximo, g ¢ uma constante A com |A| = 1, logo, pela defini¢ao
de g, f(2) = Az |

Veja que o Lema de Schwartz admite uma generalizagao imediata para discos com raio
qualquer. Se Di e Dp sao discos centrados na origem com raios R e B, temos que uma
funcao

f D R — Hj) B

induz uma fungao )
1/BofoR:D—D

z+— f(R-2)/B
¢ assim temos as desigualdades |f(z)| < - |z| e [f'(0)| <
Agora utilizaremos o Lema de Schwartz para descrever completamente como sao os auto-

morfismos do disco.

Teorema 95. Seja T : D — D bi-holomorfa, entao

_az—i—b
_l_)z—i-d

T(z)
com |l — |b* = 1.

Demonstracao. Para o € D, defina a transformacao de Mobius

Z—a«
#alz) = 1—az
Nesse caso vale que p ! = ¢, e que p,(S') = St além disso (o) = 0, portanto

e(D) =D.
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Seja T' : D — D bi-holomorfa, entao existe « € D tal que T'(a) = 0. Considere o
automorfismo
S=Toyp_,.

Essa fungao é tal que S(0) = 0, logo estamos sob as hipoteses do Lema de Schwartz., e
portanto vale

2| =[S(5712)| < }S‘l(z)| < |z

e entdo S(z) = A - z. Sendo assim, T = € - ¢, € M6b. Uma simples conta mostra que

transformagoes assim da da forma 7'(z) = %iab |

Observagao. O teorma acima nos mostra que temos uma correspondéncia

Aut(D) «—> {(Z Z) [ af — bl = 1}

que se verifica ser um isomorfismo de grupos. Esse segundo grupo é denotado por SU(1, 1),
uma generaliza¢ao do grupo SU(1).

Com esse resultado mostraremos agora a cara dos automorfismo do plano hiperboélico
H.

Teorema 96. Os automorfismo do hiperbolico sao as transformagoes de Mdbius com
coeficientes reais, em outras palavras

Aut(H) = PSLy(R).
Demonstra¢ao. Considere a transformacao de Cayley

T -H—C
zZ—1
2410

Ela ¢ tal que T(R) = S e que T(i) = 0 (fronteiras sao mandadas em fronteiras), logo
T(H) =D. Logo T é uma fun¢ao bi-holomorfa entre H e D.

Seja f € Aut(H), entdao T'o foT~! € Aut(D), e portanto f ¢ de Mdbius ja que T e T—!
também sao. Como fronteiras sdo mandadas em fronteiras sabemos que f(R) = R, logo
essa transformacao de Mobius deve ter coeficientes reais. [ |

Z
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Capitulo 7

Funcoes harmonicas

Nesta parte U C C denota um dominio, e
#Hor(U)={u:U — R:u harmonica}.
Lembrar que pelo corolario 22, toda u € # a+(U) é localmente a parte real de uma fungao
holomorfa, e em particular satisfaz as seguintes propriedades:
1. ueC™.
2. Propriedade do valor médio (PVM): se D(p,r) C U,

1

u(p) = o

2m
/ u(p + re)do.
0

3. Principio do maximo: se u tem um maximo relativo em p, entao u é constante. O
mesmo vale para o minimo, pois —u € Ha+(U).

Uma propriedade interessante é que compor uma fung¢ao harménica com uma funcao
holomorfa mantém a propriedade de ser harménica. Suponha que u € Har(U) e f :
V' — U é holomorfa: entao localmente u = R(g) e uo f = R(g o f) é harmonica.

7.1 Representacao integral

Fixamos D = D(0, R) e consideramos u = Rf : D — R uma fun¢ao harmonica. Podemos
escrever

f(z) = Zanz" z€D
n=0

1 _
sou(z) = ag + 3 Z an 2" + a,z"

n=1

0

Seze Dtemos z=71e com0<r<Re

4 1 . 4
u(rew) = ag+ 5 ; r”(aneme + a_nefme)
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Podemos obter os coefficentes integrando e utilizando a ortogonalidade das exponencia-
les,

1 .
o = 5 u(re®)dd
"an 1 0y —i 11 . |
L u(re®)e ™do, n>1= a, = —— [ u(re”)(re”)""do
2 27 Ton

Podemos entéao escrever, para |z| < r,

2

1 [ 0 Z \" 1 o€’ + 2
= — ¢ 1 2 E - = = ! :
1) 27r/0 u(re”) { + e (frew) }d@ 27 Jo u(re )re“’ —|—zd9

onde intercambiamos serie e integral utilizando a convergéncia uniforme.

Definicao 44. O nucleo de Poisson é

re 4z r?—|z)?
reif 4z |reif — 2|2’

P.(z,0) =%

Obtemos assim a seguinte representacao integral.

Proposicao 97. Seu € D(0,R), entao para 0 <r < R, |z| <r

1
o

u(z) /0 ' u(re®)P,(z,0)do.

Observagao.
1. Fazendo z = 0, obtemos PVM.

2. Fazend u = 1, deduzimos
1 2

P.(z,0)d0 = 1.

27 Jo

Corolario 98 (Estimativas de Harnack). Suponha que u € C(D(0,r)), harmoénica no
interior do disco e positiva. Entao, para todo |z| < r temos

Lembremos do Exemplo 4 que para uma func¢ao u e uma curva t — z(t) = z(t) + iy(¢)
com vetor unitario normal 77 temos

%d|z| = xdu.

Por outro lado, um célculo direto (ver [2|) mostra que se u,v € e+ (U), temos que a
forma u * dv — v % du é fechada. Assim, pelo Teorema de Cauchy:
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Proposicao 99. Se u,v € Xar(U) e ' ~ 0 ciclo homdlogo a zero em U,

Exemplo 13. Seja U = A(0, Ry, Ry), e seja u € Har(U). A fungao v(z) = log|z| ¢
harménica em U, e se Ry < 1y <1y < Ry ociclo I' = C,, U—C,, é homologo a zero em
U, onde C, é o circulo de centro zero e raio r orientado em sentido direto, no quanto —Cl,
denota o mesmo circulo com a orientac¢ao oposta. Para |z| = r temos %d|z| = r%d@, por
tanto

1 2 ) 1 2m 1 o . 1 o
oo | ulrie)do — Ogrl/ Tl@d‘g =— [ u(re”)df — Ogr?/ TQ@de.
27T 0 27T 0 (97’ 27T 0 27T 0 ar

Concluimos que para todo Ry < r < Ry a quantidade

1 2m ) 1 2w
u(re)dd — -1 T@dQ

%0 2 J,  Or

é constante, e podemos escrever

1 o . 1 21
% : u(rew)d@ — a(r) logr + b, a(r) = %/0 T%d@.

Por outro lado podemos calcular com o mesmo método a(r) utilizando v = 1 e obtemos
que a(r) = a constante. Se u ¢ harmonica em D(0, Ry) fazemos r = 0 e obtemos a = 0;

em geral
1 2w

— u(re)dd = alogr + b.
2w Jo

7.2 O problema de Dirichlet

Suponha que U é um dominio plano, e h : U — R é continua.

Pergunta 1. Existe v : U — R harménica em U, com uloy = h?.

Comezamos assumindo U = D(0, 1) e para fungdes h € C(U) definimos

Plh(2) = — /O " ety L= g

~or e
Lembar: Se f: D(0,1) — C ¢é holomorfa, e g : D(0,1) — R é continua, entao

1 .
P(2) = 5 f(2)g(€")do
¢ holomorfa em D(0,1). Ver Lema 70.

Concluimos que P[h] ¢ a parte real de uma fungdo holomorfa, por tanto harmonica.
Assim, temos um operador P : C(D) — # (D), que claramente é linear, positivo (por
tanto, limitado se utilizamos a norma uniforme nos dois espagos), e P[1] = 1, pois 1 &
harmonica.
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Teorema 100 (Schwartz). Seja h € C(0D(0,1)) e defina

Qlbl(=) = {h@ o

Entio Q[h] € C(D(0,1)), e € a dnica solucio ao problema de Dirichlet em D(0,1) com
Q[hllop,1) = h-

Demonstragdo. Considere primeiro o caso quando h(e?) = S ape™ & um polindémio
trigonométrico. Neste caso h é harmoénica em D = D(0,1), e Qlh] = h em D. Em
geral se h € C(9D) considere uma sequéncia de polindmios trigonométricos (h,) que
convergem uniformemente a h. Pelo principio do méaximo, as fung¢oes harmoénicas atingem
seu maximo na fronteira de seu dominio, e por tanto

1QLA) — Qlhulllz = 1@k — hullls = 1h — hullap —— 0.

Isto mostra que Q[h] é continua em D, e por tanto solucacdo ao problema de Dirichlet
com data h.

Para a unicidade & suficente mostrar que se h = 0 entdo H = Q[h] = 0. Ja sabemos que
H € C(D)N#av(D). Suponha por absurdo que H(p) > 0 e fixe 0 < ¢ < H(p). Defina

K(z) = H(2) +e|lz]* = H(2) + e2Z

e perceba que
e K € C(D), diferenciavel no interior.
o K(p)>H(p) >e
e K =€eem 0D

Deduzimos que K tem um méaximo local em um pto ¢ € D, e por tanto necessariamente
02K (q) <0,0,,K(q) <0=AK(q) <0

o qual é absurdo pois AK(q) = 4e. Deduzimos que H < 0 em D, e similarmente H > 0,
por tanto H = 0 como queriamos mostrar. [

Observagao. Pela discussao anterior, note que dada h : 9D(0,1) — R continua, a fungao
harménica u : D(0,1) — R que determina esta dada por

n 2m n 27
u(z) =Y (% /0 h(e"")ei""de) Sy (% /0 h(ew)emecw) 7,
n>1

n>0

7.3 A propriedade do valor médio

J& observamos que se v harmonica, entao tem a PVM.

Teorema 101. Seja u: U — R continua com a PVM. Entio u € #av(U).
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Demonstracao. O fato de u ser harmonica é uma propriedade local, asssim que sem
pérda de generalidade podemos assumir U = D(p, R). Tomamos 0 < r < R e seja v
a unica fun¢do harmonica em D(0,7) que extende continuamente a fronteira de D(0,r)
com V||,—pj=y = Ul|s—p|=r. Consideramos h =u—v em D(0,7): h é continua e tem a PVM,
em particular satisfaz o principio do méaximo (minimo). Como h se anula em 90D(0,7) é
idénticamente nula, e por tanto v = v é harménica em D(0,r). [

Corolario 102. Seja (uy,), C Hav(U) que convergem uniformemente em compactos a
um funcao u. Entao u € harménica em U.

Finalizamos esta parte com o seguinte importante Teorema.

Teorema 103 (Principio de Harnack). Considere U = D(0,r) e seja (uy), € C((D(0,7)))N
Hav(D(0,r)) familia mondtona: u, < u,y1 para todo n. Entao se cumple uma e so uma
das sequintes possibilidades.

1. Existe u € Hav(D(0,7)) tal que (u,), converge uniformemente em compactos a u,
ou

2. (un)n converge uniformemente em compactos a oo.

Demonstrag¢ao. Definimos o limite pontual u(z) := lim,, u,(z) e consideramos os conjuntos

A={z:u(z) = o0}
B={z:u(z) < 0o}

Utilizando as desiguldades de Harnack vemos que
e A B abertos
e a convergéncia é uniforme en compactos.

Pela conexidade A = () ou B = (), e pelo teorema anterior se A = (), a funcao u &
harmonica. u

7.4 Funcoes supharmonicas

E conveniente relaxar a definicao de func¢ao harmonica no seguinte sentido.

Definigao 45. Dizemos que v : U — R continua é

1. sub-harménica se para todo dominio V' C U temos que h € Ha+(V),h <u=h =
uouh < u.

2. super-harmonica se —u é sub-harmonica.
Claramente se u é harmonica, entao é sub- e super- harmonica.
Podemos dar a seguinte caracterizacao de fungoes sub-harménicas.

Proposicao 104. Seja u € C(U). Entdo u € sub-harmonica se e somente se para todo
dominio VC U e h € av(U), a fun¢ao u+ h verifica o principio do mdzximo em V.
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Demonstra¢ao. Suponha primeiro que u é sub-harmonica, e considere h € a»(V),V C
U dominio. Se existe p € V talque para todo z € V temos u(z)+h(z) < M = u(p)+v(p),
entdo H(z) = M — h(z) é uma fungao harmoénica que domina u, e H(p) = u(p), por tanto
uw(z) = H(z)Vz € V e u+h = M constante em V.

Reciprocamente, suponha que h € o+ (V) domina a u. Entdo u —h < 0, e u + (—h)
satisfaz o principio do méximo, pelo qual se se anula em algum ponto coincide com a
fungao nula (que é harménica). |

Corolario 105. Se u € localmente sub-harmonica, entao € sub-harmonica.

Demonstracao. O principio do méaximo local implica o principio do maximo em dominios.

[ |
Fazendo h = 0 na proposicao anterior, deduzimos.
Corolario 106. Se u ¢é sub-harmodnica, entao verifica o principio do mdximo.

Defini¢ao 46. Seja u : U — R sub-harmonica, e D C U disco fechado em U. O
harmonizado da u em D ¢é a funcao u” : D — R solucdo do problema de Dirichlet com
data na fronteira 0D dada pela u.

Proposicao 107. Uma fungio u € C(U) € sub-harménica se e somente se para todo
disco D = D(p,r) com D C U wvale

- 27

1 2m )
u(p) < —/ u(p + re)dh.
0

Demonstracao. Assumimos primeiro que u é sub-harmonica, e fixamos D. Considere o
harmonizado u” e perceba que u — u” satisfaz o principio do maximo, e se anula em 9D,
por tanto

1 2w

= — u(p + re)dh.
27 Jo

" or

u(p) < uP(p) = /OWUD(p+T6”)d9

Para o reciproco fixamos h € H«+(V),V C U dominio se suponemos que u + h tem
maximo num ponto interior p € V', com M = u(p) + h(p). Definimos

Vie={z€V :u(z)+h(z) = M};

Vi C D énao vazio e fechado em V. Dado qualquer ¢ € V) consideramos D = D(q,r) C
D C V; pela hipoteses temos

1 2m )
u(q) < %/o u(q + re)do

e como h é harmonica,

hg) = —

" or

27
/ h(q + re')dd
0

1 2 ) )
= M =u(q) + h(q) < %/ u(q+re) + h(qg+re®)do < M.
0
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Concluimos que u(q+re®) + h(q+re??) = M para todo 0 < r,0 € [0, 27, e por tanto Vy,
aberto. Pela conexidade Vj; =V, e u + h satisfaz o principio do maximo. Isto vimos que
é equivalente ao fato de u ser sub-harmonica. [ |

Corolario 108. u € C(U) € sub-harmonica se e somente se para todo disco D = D(p, 1)
com D C U vale u < uP.

Uma propriedade muito util de fungdes sub-harménicas é a seguinte: suponha que wu, v
sdo sub-harmonicas em U e considere w = max{u,v}. Claramente w satisfaz a condi¢ao
da propriedade anterior, e por tanto w é sub-harmoénica. Em particular, o maximo de
funcoes harmonicas é sub-harmonica.

Definigao 47. Seja () # F familia de fun¢oes sub-harmonicas em U. Dizemos que F ¢
uma familia de Perron se

e u € FeD CU disco, entao existe v € F que é harmoénica em D e com u < v.

e u,v € F entdo existe w € F com max{u,v} < w.

Teorema 109 (Principio de Perron). Seja F familia de Perron em U. Entao u = sup F
€ constante igual oo, ou harmonica.

Demonstracao. Pela conexidade, e como ser harménica é uma propriedade local, podemos
supor que U = D(0,1). Fixamos um conjunto denso enumeravel {z;}; C D, e para cada
J denotamos

u(z;) = ileljlg{v(zj)}-

Escolhemos também uma sequéncia {vj,}x C F, com limyvjr(z;) = u(z;). Fixemos
K C K C D disco fechado e procedemos assim:
e j = 1: escolhemos v; € F harménica em K, que domina a ;.

e j = 2: escolhemos vy € F harmonica em K, que domina max{vy, v12, Va1 }

e j = n: escolhemos v, € F harmoénica em K, que domina
maxuvy, -+ ,Un—1,0j% : J, k < n.

A sequéncia {v,},, C F é crescente e pela construgao, lim, v, < u.

Pelo principio de Harnack deduzimos que se lim,, v,(z) = oo entdo lim, v, = 00 e u = c©
em K. Pela conexidade isto mostra que u = oo em U.

Se nao for assim, fixamos v € F e calculamos

v(z5) < ulzj) =limovj,(z;) < limw,(z;) = v(z;) < limw,(z;).
J n n

Como lim,, v,, é continua, e {z;}; denso, temos v < lim, v, e v < lim, v,, 0 que mostra
que u = lim,, v,, é harmoénica em K, e pela conexidade em todo D. [ |
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