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Prefacio

Nestas notas abordamos uma prova dada por Yoccoz do famoso teorema de Jakobson: para um
conjunto de medida (de Lebesgue) positiva de pardmetros ¢ € [-2,0] o mapa f.(x) = x* + ¢
tem uma medida invariante absolutamente continua, ergodica, e com exponente de Lyapunov
positivo. A principal referéncia é [1]].

O presente foi um trabalho de Iniciagao Cientifica do segundo autor baixo a orientagio do
primeiro, na Universidade Federal de Minas Geral durante o ano de 2020. Sugesdes e indicacdes
de erros sdo muito bem vindas.



Capitulo 1

Introducao

Um método poderoso para estudar sistemas dindmicos consiste em estabelecer propriedades
estatisticas das orbitas. Este é o enfoque da teoria ergddica, e na sua versdo mais simples
(e usual) consiste em mostrar a existéncia de uma medida invariante, preferencialmente com
‘boas’ propriedades. Nestas notas consideraremos a familia de transformacoes (familia quadra-
tica) f.(x) = x* + ¢, x € R, ¢ € [-2,0], e mostraremos o seguinte.

Teorema 1.0.1. Existe um conjunto A c [-2,0] que satisfaz as propriedades seguintes:
e lim. g % = 1. Em particular Leb(A) > 0.
e Para c € A existe uma medida invariante ergodica i absolutamente continua. Esta medida
esta suportada no intervalo [f.(0), £2(0)].

* A medida p, tem exponente de Lyapunov y, estritamente positivo.

Definicio 1.0.1. Abreviaremos medida invariante absolutamente continua por suas siglas em
inglés acip (absolutely continuous invariant probability).

Para entender a ideia da prova comecaremos lembrando a construcéo de acips para mapas
expansores. Um mapa f : [0,1] — [0,1] de classe C! é expansor se Vx € [0,1],|f/(x)| > 1.
Para evitar consideracgdes especiais na fronteira assumiremos que f(0) = f(1) = 0, e portanto f
define um mapa diferenciavel no circulo f : S! — S'. Neste caso nio é muito dificil mostrar
que f é um mapa de cobrimento, e portanto existe uma particdo {[x;, x;+1] : i=0,...,k -1} de
S! tal que a restrigdo f| : (x;, xi41) — S'\ {0} é bijetora, e f(x;) = 0 Vi (se isto ndo estiver claro
o leitor pode pensar no caso particular f(x) = k- x mod 1).

Fixemos um destes intervalos I = [x;, x;+1], e suponhamos que p = pdx é uma medida
suportada em I, com p continua (ou diferenciavel). Pelo teorema de mudanca de variaveis,
a medida yy = fpr = pidx, onde pi(x) = % Como f~! contrai, o efeito de compor com
ela tem a propriedade de distribuir p mais uniformemente, e como dividimos por uma funcéo
com derivada de médulo maior que um, a resultante tem uma varia¢do menor que a da funcéo
original. Com tudo isto, p; se distribui melhor que p a respeito da medida de Lebesgue.

O argumento agora pode se repetir com y; (restringindo a cada [x;, xi.1]), obtendo assim
uma sequéncia de medidas (u, = f.ff)n=0 que se distribuem cada vez melhor com respeito a



medida de Lebesgue. As médias de Césaro das p, tem portanto também esta propriedade, e é
sabido que qualquer ponto de acumulacéo destas médias é uma medida invariante. Se o mapa
f for suficientemente regular (C? por exemplo), a boa distribui¢io das médias passa ao limite, e
obtemos assim uma acip. Para conveniéncia do leitor, os detalhes deste argumento apresentam-
se em um apéndice no final das notas.

Voltemos agora ao caso da familia quadratica: nas figuras abaixo se mostra o grafico sobre
o (Unico) intervalo invariante maximal para ¢ = -2 e para ¢ z -2.

(@) c=-2 (b) c ~ -1.8

Consideremos primeiro o caso ¢ = —-2. O mapa correspondente nio é expansor no intervalo
[-1/2,1/2]. O maior obstaculo para a expansao uniforme é claramente o ponto critico: pontos
perto deste ndo terdo expansio por um iterado. Mas observe que o ponto critico nio volta
perto de si mesmo, e de fato sua imagem nunca retorna (em dois iterados chega num ponto
fixo), o que implica que 6rbitas que eventualmente chegam perto do ponto critico tendem a ’ir
embora’ e demoram muitos iterados para retornar a zona de pouca expansdo. Durante estes
iterados o mapa se comporta como se fosse expansor, e isto nos da um indicio de que o mesmo
mecanismo que garante a existéncia de acips para mapas expansores deveria ainda funcionar
neste caso. Isto de fato pode se formalizar, como mostraremos mais a frente.

Para ¢ = -2, o ponto critico ndo necessariamente fica longe da zona de pouca expansio,
porém é razoavel pensar que demora muito tempo para voltar perto de si, e o argumento po-
deria ainda valer para estes pardmetros. Lamentavelmente (ou no) esta ideia simples de que o
ponto critico demora muito para voltar ndo é verdadeira em geral: é verdadeira para ‘muitos’
pardmetros (no sentido da medida de Lebesgue), e para estes é que pode se provar a existéncia
da acip Isto é o que mostraremos nestas notas.

Um chamado de atencgéo: poderia se pensar que o problema estd no método da prova, e
talvez para todo ¢ ~ -2 exista uma acip Isto esta bem longe de ser valido.

Teorema 1.0.2 (Lyubich [2]]). O complementar do conjunto de parametros c € [-2,0] tais que f,
admite uma acip contém um conjunto aberto e denso.



Capitulo 2

Propriedades dinamicas de f,

2.1 Sinopse

« Comecaremos lembrando algumos fatos basicos da dindmica de {f.} cc[-2,0}, em particular
analizaremos a existéncia de ciclos atratores (parametros hiperbolicos), defini¢ao[2.3.2]

« Utilizando o conceito de derivada Schwartziana (Se¢éo mostraremos que f. poder
ter no mais um ciclo atrator (corolario [2.3.1). Neste caso segue-se que a dinamica de f, é
simples.

« A secio[2.4)é central para nés. Se f : I — R é um mergulho (C?) de um intervalo I, a
distorcdode femx €1 é

) f(x)
OV = 5y T PR

O resultado fundamental desta parte é o corolario se I é pre-compacto e Sf < 0,
entdo para todo y € f(I)

uy(x) = log [f'(x)|

2z
d(y, af(I))

Como consequéncia desta distorcdo limitada local teremos distor¢do limitada global em
I: existe uma constante R > 0 tal que g = f7!| : [a, b] — [c, d] — R satisfaz

ldp+(y)l =

cRe-ab=a _ MA)  gpgb-a
d-c  AMg4) d-c

para todo A c [a, b] mensuréavel (ver (2.2)). Para conveniéncia do leitor isto é demostrado
com detalhe no Apéndice.

« O capitulo culmina com uma breve resenha do que acontece para pardmetros ¢ < 2 (neste
caso a dindmica néo errante da f é hiperbélica, conjugada a um shift de dois simbolos), e
para o parametro especial ¢ = -2. Neste ultimo caso mostramos um argumento simples
de que ele é estocastico, isto é, tem uma acip.



2.2 Dinamica basica

Para um parametro real c, estudaremos a dindmica de f. = x* + ¢. Nestas notas, o nosso foco

serd mostrar a existéncia de parametros ¢ € [-2,0] para os quais f. admite uma acip. Nesta

secdo iremos estabelecer alguns conceitos basicos para entender a dindmica da f.
Comecamos encontrando os pontos fixos de f,

ﬂ 1+ +1-4c 1-+J1-4c
= —) A= —-".:
2 2

Perceba que para qualquer parametro ¢ > 1/4, f; ndo possui nenhum ponto fixo; qualquer x € R
é um ponto errante, isto é, lim,_, ., [f"(x)| = +oo.
Se ¢ = 1/4, entdo @ = f = 1/2 e f{,,(1/2) = 1 (o0 tnico ponto fixo é parabdlico); no entanto
perceba que
fua(x) = fira(1/2) = (x - 1/2) + (x - 1/2)?,

portanto, o ponto fixo atrai pela esquerda e repele pela direita.
Para ¢ < 1/4, calculamos as derivadas dos pontos fixos:

fl(B)=1++1-4c>1,

logo B é repulsor para todo ¢ < 1/4. Para estes parametros é claro que a unica dinimica interes-
sante pode acontecer no intervalo I, = [-f, f] (perceba que tanto  como —f sdo repulsores),
sendo que todos os outros pontos sdo errantes. Note também que f.(I;) c I; s6 para ¢ = —2. Em
resumo, obtemos que

L=R\{x: lim [f"(x)] = oo}

para (e somente para) c € [-2,1/4].
Para o ponto fixo @, obtemos:

atrator, se ¢ € (-3/4,1/4)
fl(@)=1-v1-4c= { neutro, se c = -3/4

repulsor, se ¢ < -3/4.

No caso quando « é atrator ndo é muito dificil verificar diretamente que a 6rbita de todo ponto
x € {-p, P} converge a a. Por outro lado, serd conveniente para o que segue explicar alguns
mecanismos mais gerais.

Definicdo 2.2.1. Sejaf : R — R classe C, e x ponto fixo atrator de f. A bacia de atracdo de x é
Wi(x) = {yeR| lim f"(y)=x}
n—+oo

A bacia imediata de atragdo de x, denotada W} (x), representa a componente conexa de W*(x)
que contém o ponto fixo x. Verifica-se facilmente que:

Proposiciao 2.2.1. W*(x) é aberto, e os pontos de fronteira de sua componente conexa (W, (x)),
se existem, satisfazem f(OW} (x)) c dW} (x).



Voltando a f;, para ¢ € (-3/4,1/4), sabemos que a bacia de atracdo de a esta contida em I,
logo pela proposi¢io anterior sua componente conexa é da forma (a, b), com f({a.b}) c {a, b}.
Necessariamente ou a, b sdo pontos fixos, neste caso a = -5, b = 5, ou a é um ponto peridédico
de periodo 2 e b = f(a). Os pontos periodicos de poriodo dois sdo:

-1+ V3 -4c -1-+J3-4c

fy=—, I =
* 2 2

Portanto, para ¢ > -3/4 em que a é atrator, r, e r_ ndo estao definidos nos reais, logo os Unicos
pontos que podem ser fronteira de W} (x) sdo +f. Assim, verificamos que a bacia de atragdo
de a é1I, = (-B, ). Para c = -3/4, temos a = -1/2, f = 3/2 ¢

Faa(x) = fraa(-1/2) = x* - 1/4 = (x + 1/2)(x - 1/2),

logo, @ = 1/2, atrai todos os pontos em (-3/2,3/2) = L34.

Para ¢ < -3/4, ambos os pontos fixos sdo repulsores, como o conjunto limite do f;|I. é nido
vazio (e ja sabemos que ndo pode conter +a, +f), existe uma estrutura invariante que pode
carregar uma dinamica néo trivial. A possibilidade mais simples para tal estrutura sdo 6rbitas
periddicas, que discutiremos a continuacéo.

Definicio 2.2.2.
o {x0,x1,-+, X1} € um ciclo periddico se

f(xi) = Xisimodn VO=i=sn-1

* O multiplicador (ou exponente) do ciclo é m = [Ty [(F1) ().

e Diremos que o ciclo é
atrator, se|m| < 1 € (=3/4,1/4)
neutro, se |m| = 1
repulsor, se |m| > 1.

Discutiremos a continua¢do uma ferramenta que nos permitira entender alguns aspectos
da dindmica em presenca de ciclos periddicos.

2.3 Derivada Schwartziana

Defini¢io 2.3.1. Sejaf : I — R mergulho de classe C°, onde I é um intervalo aberto ou fechado.
A derivada Schwartziana de f no ponto x é

. f///(x) _§ f”(x) 2
SO =T T (f’(x)) |

Proposicao 2.3.1. Sejaf : [a, b] — R com Sf(x) < 0 Vx € (a, b), entdo

[f' ()l > min {[f"(a)l. f ()|}, vx € (a. b)




Demonstragao. Suponha que existe y, € (a, b) onde f” tem um minimo, entdo f”/(yp) = 0 e

f///(yo)
= / < O,
f(30)
portanto, f/(yo) e f”” () tém sinais trocados, o que implica que de qualquer forma, y, é maximo

local de |f’|. Como |f’| é continua em um compacto, ela necessariamente tem um minimo, com
isso, ele tem de ser em a ou b. [

Sf(y0)

Proposicio 2.3.2. Sejaf : I — R e suponha que p ponto fixo atrator de f tal que W} (p) é um
intervalo limitado. Entao existe x) € W} (p) que satisfaz uma das seguintes possibilidades

L f/(x) = 0.
2. Sf(xo) > 0.

Demonstracdo. Escrevemos W} (p) = (a, b); pela Prop. 2.1, f({a, b}) c {a, b}. Temos as se-
guintes possibilidades:

« f(a) = f(b); entdo a existéncia do ponto critico em (a, b) esta garantida pelo Teorema de
Rolle.

« a, b pontos fixos de f; como sdo fronteiras da bacia de atracdo de p, eles ndo podem ser
atratores, logo min {|f’(a)|,|f’(b)|} = 1. Assim, pela Prop se Sf(x) esta definida e é
negativa Vx € (a, b), entdo |f’(x)| > 1, o que contradiz o fato de p ser ponto fixo atrator
(If’(p)| < 1). Necessariamente entdo, ou existe um ponto critico dentro de (a, b) ou a
derivada Schwartziana é ndo-negativa em algum ponto deste intervalo.

« Se f(a) = be f(b) = a, entdo f?(a) = a e f2(b) = b, note que p é ponto fixo atrator de
£2, e Sf? = (Sfof).(f’)? também é negativa onde est4 definida. Voltamos ao caso anterior,
entdo existe xg € (a, b) com (f2)(xo) = f/(f(x0)).f’(x0) = 0, 0 que conclui a prova.

3
Note que para f, = x* + ¢, Sf(x) = i 0 e pela relacdo Sf? = (Sfof).(f”)?, podemos ver
x

indutivamente que Sf* < 0 vn. Como 0 é o Gnico ponto critico de f, (resp, f) concluimos que:

Corolario 2.3.1. Pode existir no maximo um ciclo atrator para f.|I..

Veja que o ciclo {r_,r.} de periodo 2 é atrator se ¢ € (-5/4,-3/4). De fato, em ¢ = -5/4
ocorre uma bifurcacio de duplicacéo de periodo, isto é, a direita, de —5/4, a funcdo tem um ciclo
periédico atrator de periodo 2!, e & esquerda, possui um ciclo periédico repulsor de periodo 22.
Este mesmo comportamento (duplicacdo de periodo) ocorre em uma sequéncia decrescente de
parametros (c,), que sendo limitada por baixo (por -2), converge a um parametro ¢, = -1.401...
denominado ponto de Feigenbaun.

Definicdo 2.3.2. Dizemos que f. é hiperbélico se f. possui um ciclo periodico atrator. Denotamos
¢ € H se f, é hiperbolico.



Observacio 2.3.1. Se ¢ € H, entdo f, ndo admite uma acip. Suponha que i é uma acip para
fe e suponha por absurdo que f, tem um ciclo periédico atrator. Entdo algum iterado g. de f, tem
um ponto fixo atrator g; E = W,(q) € aberto e portanto ji.(E) > 0 (pois Leb(E) > 0). Mas, o tnico
ponto ndo-errante no E é q, o que contradiz o teorema de recorréncia de Poincaré.

E imediato que H é aberto em [-2, 1/4]; que é também denso é um fato muito mais sofisti-
cado.

Teorema 2.3.1 (Lyubich - Annals of Mathmatics). H ¢é aberto e denso em [-2,1/4].

O mapa f. correspondente ao parametro de Feigenbaum néo é nem hiperbdlico nem admite
uma acip.

2.4 Distorcao

Comecamos com o seguinte Lema.

Lema 2.4.1. Sejam f,M : I — R mergulhos crescentes classe C* tais que Sf < 0,SM =0 em I.
Suponha que p € I é tal que f(p) = M(p), f'(p) = M'(p). f”(p) = M"(p). Entao

fx) < M(x)  sex > p
fx)> M(x)  sex<p

Se f, g decrescentes, as desigualdades se invertem.

Demonstragao. Seja T Mobius tal que T(p) = p, T'(p) = 1, T”(p) = —J}/,/((ﬁ)) = —]]\\44/,/((3. Perceba que

T é crescente, e se definimos f; = foT, M; = goT, entdo fi, M; satisfazem as mesmas hipéteses
que f, M. Além disso, f{’(p) = 0 = M{(p) o que implica

1. M linear (pois M; é uma Mobius tal que sua segunda derivada se anula em um ponto), e
portanto M;(x) = 0 é a equagdo da reta tangente ao grafico de f; em p.

2. a=f{"(p) <0, pois Sf; < 0.

Assim, para x = p,

) = Mi(x) = = p)° + of(x = p)),

o que nos permite deduzir localmente, o portanto globalmente (pela monotonia de f;, M;), que

fi(x) < My(x) sex>p
fi(x) > My(x) sex<p

Usando que T é mondtona crescente, obtemos o resultado. Similar para o caso quando f, M sdo
decrescentes. [
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Se f : I — R é um mergulho, a distorcdo de f em x € I é

) f(x)
Y02 50y T oy

onde
up(x) = log[f'(x)|
(ver Apéndice).

Proposicdo 2.4.1. Seja I intervalo pré-compacto e f : I — R mergulho classe C* com Sf < 0.

Entdo para todo x € I,
2

d(f(x), of (1))
Demonstragdo. Sem perda de generalidade podemos assumir que f é crescente pois df = d_y.

Para p € I consideramos M : I — R Mébius tal que M(p) = f(p), M’ (p) = f'(p), M”'(p) = f”(p).
Perceba que dy(p) = df(p), e pelo lema anterior f(x) > M(x) se x > p, g(x) < M(x) se x < p.

|df(x)| <

Suponha que M(x) = “*2; por calculo direto dy(x) = 2 _Z(dcfgcd), e sem perda de generalidade
podemos assumir que ¢ # 0. Por outro lado, note que
M(x) - M(eo) ax+b a ad - bc 2
X)— o) = - — = = .
ecx+d ¢ -clex+d)  dy(x)

Neste caso, a distdncia da M a sua assintota horizontal M(eo) é pelo menos d(g(p), dg(D)), o
que conclui a prova. [

Suponha que f : I — R mergulho classe C* com Sf < 0 como na Proposicio anterior, e
considere g : f(I) — I sua inversa. Note que ug(x) = —us(g(x)), e portanto |dg(x)| = |ds(g(x))|.

Corolario 2.4.1. Para f : I — K = f(I) nas hipéteses da Proposicdo anterior, sejag : K — I
sua inversa. Entdo,

|dg(x)] < d(x.9K)

Concluimos esta parte com a seguinte consideracdo. Seja g : I = [a, b]] — R mergulho,
com
|dg(x)| < Ry Vx€L

Temos que, para todo x, y € I,

/
) _ e
() - w5 R+ [b=al = 7 s 00 (2.1)

Utilizando o teorema de mudanga de variaveis concluimos que para todo A ¢ I mensuravel,

R MDA pe-g AD
MgD) — Ag(4) Mg(I)

Ver o apéndice para a deducio destas propriedades.

. (2.2)

~
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2.5 Parametros c < -2

Perceba agora, que para os parametros ¢ < -2, f(0) = ¢ < -f, basta analisar a fun¢io g(c) =
¢ + B(c) com raiz em ¢ = —2. Assim que o ponto critico 0 é um ponto errante para as func¢des
com estes parametros. Temos entdo que nem todos os pontos do intervalo I, tém sua Orbita
limitada.

Para entender a dindmica das func¢des com estes parametros, entdo, estudaremos o o con-
junto

{xel|fl(x) el ,vne N} = ﬁf‘”([c) = A,
n=0

note que se x ¢ A, entao x é um ponto errante. Além disso, como exemplificado na figura mais
abaixo, existem dois intervalos fechados A, B c I, tais que

« AnB=0

. fo(A) = fu(B) = L.

«x@AuB= fu(x) el
Assim que

Ae=()f"(AuB),
n=0

e portanto A, é um conjunto de Cantor, invariante sob f, e maximal com essas propriedades,
A, é denotado o maximal invariante de f.

Proposicdo 2.5.1. Se ¢ < -2, f.|A. é conjugada ao shift de dois simbolos %;.

Nestas notas, estudaremos que no intervalo [-2.¢,) existe um conjunto de pardmetros,
denominados pardmetros estocasticos, que admitem uma acip, e que, apesar do Teorema de
Lyubich (2.1), podemos dizer que os pardmetros estocasticos sdo "quase todos os pardmetros"
quando estamos muito perto de ¢ = -2.

12



2.6 O parametro especial c = -2

Para estudar este caso e também entender melhor alguns conceitos dos anteriores lembremos
o seguinte.

Definicio 2.6.1. Sejamf : M — M, g : N — N fungées continuas, M, N espacos métricos. Di-
zemos que f ¢ topologicamente conjugada a g, ou apenas conjugada, se existe um homeomorfismo
h : M — N tal que hfh™! = g.

Perceba que se duas fungdes sdo conjugadas, elas possuem a mesma dinamica, divergindo
apenas por esta mudanca de coordenadas h. Nao é dificil verificar as seguinter relagdes:

« X E Perm(f) — h(X) € Perm(g)

. lim f(y) = x < lim g(h(y)) = h(x). E dizer, y tende a x por iteracdes de f see. h(y)

tende a h(x) por iteracdes de g.
« x é atrator (idem. repulsor) de f <= h(x) é atrator (repulsor) de g
c U f1(x) =M =l g"(h(x)) = N

Veremos que para o caso f, = x*+c com ¢ = -2, f 5|, é conjugada a uma funcio cuja dinamica
é bem compreendida. Para isso, considere a funcdo h : [0,1] — [-2,2] dada por hA(x) =
2 cos (7x), pode-se verificar que h é invertivel, continua e diferenciavel em (0, 1). Verifica-se
assim a relacgéo:

fa(h(x)) = 2(2 cos? (mx) - 1) = 2 cos (27x) = 2 cos wg(x) = h(g(x)),
em que g : [0,1] — [0,1] é dada por g(x) =1 -1 - 2x]|.

Assim, mostramos que f-,|I_; é conjugada ao mapa g(x) = 1 - |1 - 2x], cujo grafico é mostrado
a seguir:

075

0.5

of " 0.25 05 075 1

Note que a funcido g preserva a medida de Lebesgue pois dado um intervalo I < [0, 1]
com Leb(I) = C;, f}(I) = Au B, em que A, B sio dois intervalos com interiores disjuntos

C
Acly=1[0,12],Bc L =[1/2,1] tais que Leb(A) = Leb(B) = ?I Assim que Leb(g™!(I)) =
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Leb(A) + Leb(B) = Leb(I).
Portanto, definindo a medida y_, induzida por h(x) = 2 cos (7x), serd uma acip para ., = x*-2.
Ou seja,
p-2(@) = Leb(geh), ¢ € C([-2,2]).
Assim que, dado um conjunto E c I, medivel:

a(f-2(E)) = Leb(Xg.(f-2°h)) = Leb(X.g) = Leb(Xg) = Leb(E).

Mostramos, entdo, que p_; é f-;-invariante.
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Capitulo 3

Parametros Regulares e Mapas
Bernoulli

3.1 Sinopse

Fixamos f;, ¢ € [-2, 0] e denotamos « < f§ seus pontos fixos. Definimos

« I=[-p.Bl.
e A=[a,-al.

. A= (D, -aM), onde f(a) = f(-aM) = —a.

Ver figura

Definicao. Um intervalo compacto J c I é regular de ordem n se existe j > ] intervalo aberto tal
que f"| : ] — A é um mergulho com f"(]) = A; denotamos gy : A — ] o ramo inverso.

O conjunto Wy, =\ Jy,_o{J : J é m regular} é o conjunto de pontos n - regulares, el J,, W, sio
todos os pontos regulares.

Neste capitulo estudaremos a dindmica dos f, associados a pardmetros regulares (defini¢do
, é dizer, para os quais Leb(An W,,)—— Leb(A) convergem de forma exponencial. Temos
n—oo

em particular que W = An, W, tem medida total dentro de A, mas ndo somente isso: o fato de
que a convergéncia seja exponencial permite passar informagdo do mapa de retorno induzido
em W para a f. Ver abaixo.

+ Observaremos primeiro que quando c é regular podemos escrever W como uniéo de in-
tervalos abertos, médulo um conjunto de medida 0. Cada um destes intervalos é enviado
de forma bijetora por um iterado da f em A.

« Fixamos um tal intervalo j c W e denotamos g = A — j a inversa da fN : j — A
Como a derivada Schartziana de qualquer iterado da f é negativa (em intervalos que néo
contém o ponto critico), podemos utilizar o corolario do capitulo anterior e mostrar
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que g tem distor¢do limitada por ~ ﬁ em J = g !(A). Observe que em particular a

distorcdo é limitada, independentemente da ordem do iterado, pois |A \ A| fica afastado
de 0 para c € [-2,0].

Isto nos permite deduzir em particular estimativas uniformes para as derivadas da inversa
da g, corolario[3.2.1} em intervalos regulares dentro de A.

« Utilizaremos estas estimativas para poder empregar a maquinaria do Formalismo Ter-
modindmico, em particular o operador de Perron-Frobenius, secdo Este é o operador
Z : C(A) — C(A), definido por

ZLh = Z hog]|gj'| h : A — R continua,
Jew

onde gy = (fN)7! : A — ] envia A em J. A propriedade principal deste operador é que
se Zh = h, entdo y = hdx é uma acip paraomapa T : W — A,

T(x) = fo(x) x € J(i.e., o primeiro retorno de x a A).

« Para mostrar a existéncia de um ponto fixo para o operador de Perron-Frobenius uti-
lizaremos que deixa invariante o conjunto de fun¢des analiticas sobre A, junto com as
estimativas uniformes de distor¢do. Com isto poderemos mostrar “limitagdes a priori”
para a familia de iterados {.£™"h},, e portanto pré-compacidade desta familia. Assim,
passando por médias de Césaro, conseguiremos mostrar a existéncia de pelo menos um
ponto fixo de .Z.

« A seguir, utilizaremos um argumento conhecido de teoria ergddica: se x é ponto de den-
sidade de E para a medida p, sua (pré) imagem é de “quase” densidade para T™'E. Isto
se deve novamente ao fato das estimativas de distorcdo serem uniformes. Entéo, se E
for invariante de medida positiva, poderemos mostrar que tem medida total em A, e u é
ergddica para T.

« Note que até agora temos a medida invariante para o primeiro retorno, e nio para a
funcdo f|A. Novamente isto é um problema que tem uma solucdo candnica: se mostramos
(e faremos na secédo que a funcdo tempo de retorno de x a A é integravel, entéo
podemos construir uma medida invariante para a f. A demostracido desta dltima parte é
feita na secdo e aqui utilizamos que a medida dos pontos que no sdo n - regulares
converge exponencialmente rapido a zero quando n + oo.

« Também, em[3.4mostraremos que a medida invariante para T (resp. f) tem um expoente
de Lyapunov positivo.

3.2 Parametros e pontos regulares

Consideramos f = f, para ¢ € [-2,0]. Sejam a = a(c) < f(c) = p os pontos fixos de f e
denotamos
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- I=[-B.p].

« A=[a,-al.

- A= (aW, —aM), onde f(a(l)) = f(—a(l)) - _a.

Temos A c A e f([a®, a]) = f([-a, -a™]) = A. Ver figura[3.1]

i
0o
1 o«

Figura 3.1

Definiciao 3.2.1. Um intervalo compacto ] c I é regular de ordem n se existej > ] intervalo
aberto tal que f"| : J— Aéum mergulho com f"(J) = A.

O conjunto W, = | n_o{J : J é m regular} é o conjunto de pontos n - regulares, e u, W, sao
todos os pontos regulares.

Se J é regular note que sua ordem e o intervalo J estdo unicamente determinados (pois f|A
nio é um difeomorfismo): denotamos n = ord(J), e g; : A — J o ramo inverso de fo*40)|J.

Definic¢ao 3.2.2. Um pardmetro c € [-2, —"73) ¢ dito regular se existem C, 0 > 0 tais que
Leb({x € A : x ndo én-regular}) < Ce n

Consideremos agora ¢ parametro regular, e denotemos

J ={J cA: 3n=1tal que J intervalo regular de ordem n de tamanho maximal}.
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Lema 3.2.1. Sejam ], ]’ intervalos regulares. Necessariamente,]J < J’,]' < J ouint(J) n]’ = @.
Em particular, se ], ]’ € J entdo seus interiores séo disjuntos.

Demonstragdo. ConsideremosA, = f."({-a, a}) = f."(dA); em particular temos Ay = {zxa}, A =

{+a, i(){(l)}. Denotemos n = ord],] = [a, b],j =(a,b). Como f] = A, f({a,b}) € Ay = a, b€
A, e utilizando que f.A; = Ay, 4, b € A;. Observemos o seguinte.

+ a < b sdo pontos consecutivos em A, pois ndo tem pontos em (a, b) que sejam enviados
ata.

« a < b séo pontos consecutivos de A,.1, por um argumento similar.

« Suponhamos J c A, @ < a < b < —a Como a < b sdo consecutivos em A, e +aM € Apq,
necessariamente ) < d < b < —a', e portanto J c A.

« Da mesma forma, se int(J) ¢ A,a < a < b < —a e a < b sdo consecutivos em Ay, 1,
diferentes de +a!); portanto,a < d< b< -aeJ c A.

Voltando na prova, suponhamos que ordJ” = n’ > n. Entéo f"(J’) é um intervalo regular
de ordem n’ - n, 0 que implica que est4 contido dentro de A, ou é disjunto com o interior do A.
No primeiro caso necessariamente J' < J, e no segundo JnJ' = @. [ ]

Seja W := ;7 int/; claramente
A\ W = {x € A : xnio é n-regular Vn = 1}

e como c é regular, Leb(A\W) < Ce™" paratodo n = 1, o que implica Leb(A\ W) = 0. Definimos
asfuncdes N : W —- N, T : W — Aonde se x € int(J) ¢ W,

N(x) = ord(J) (3.1)
T(x) = fN®(x). (3.2)

Note que T! = g.
A familia J tem a seguinte propriedade de Markov: suponha que J;, , € J.

)
- A
9
2
9J1
/ A
A

O intervalo J := gjcgj,(A) é ord(J;) + ord();) regular, mas ndo maximal (i.e. ] ¢ J). Pelo
mesmo argumento, dados J;, -+, J, € J, a m-upla (J;, -, J;») define um intervalo regular J =
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| o
A

Figura 3.2: Primeiro retorno associado a um intervalo regular J = (Ji, -, Ji)

gro g, (A) c Ji. Reciprocamente, dado J c A regular, existe J; maximal tal que J < J;, e
podemos construir diretamente (J;, -, J,) € J™ tal que J = gj,o - ogj, (A). Por isto, podemos
identificar a familia de todos os intervalos regulares contidos em A com a unifo disjunta

j(‘x’) - |_| ](m) J(m) _ {{A} m =0

m=0

J" m=1

Identificamos J = (Ji, -, Jm) com J = gjo - ogy (A) c J;; a ordem de J é }i2; ord(J;) (assumindo
m=1).

Consideremos agora J = (J;, -, J.) intervalo regular, e J* = (Ji, -, Jm-1) (ver ﬁgura
abaixo).

Temos J c J'. Seja g = gy A —>f.
Lema 3.2.2. Seja C; = ﬁ Entao

ldg(x)] = Gy Vx € A

Demonstragao. Como Sf" < 0 para todo n, pelo Corolario [2.4.1) temos, para todo x € A

2
dy(x)| < — < Gp.
9] d(x °

19



Usando isto com (2.2) deduzimos:

Corolario 3.2.1. TemosVx € J,

2D cnm (1 _ W)
20) ’

1. 1 /I(A)
2. 2(J) = (1 - ¢))"A(A);

3 (T™(x) = e M1 - )™

onde ¢; = e” @A A)(1 - %A/)W))'

Demonstragdo. Aplicando diretamente com E = A\ J,, e usando g(E) = J'\ J,g(J') = A,
obtemos

AND ey MAN )
AN MA)

Como AW\ Z) = (W) - A(Z),

AD o~ Coil4) (1 A(]m))}

M) T - AMA)

0 que mostra a primeira parte.

A
A0) = (1= e)a’) = (1 - e)*A(”)

Consideramos c;: por anterior 1 — >, 0

< (1-a)"A(J"™) = (1- )" A(A)

onde denotamos l(k) = (J1,*»Jm-k)- Concluimos a segunda parte.
Para a ultima, sabemos que o mapa T™ : ] — A ¢é diferenciavel, assim que para algum
Yo € int(J) e para todo x € J temos

(T™Y ()] AA) 18Tyl A(A) L o1

(T™Y ()| = (T™Y (y0)| A - |gi(me)| AJ) m

onde na ultima desigualdade utilizamos as partes anteriores. A prova do Corolario esta com-
pleta. n

Da mesma forma, obtemos para g = g7 : A — ] o seguinte:

Lema 3.2.3. Para todo E c A mensuravel, temos

£l 1gE)| |E|
eXP(—C0|A|)m =< o < exp(CdAI)m.
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3.3 O operador de Perron-Frobenius

Lembrar que uma medida p é absolutamente continua (respeito 4 Lebesgue := A = dx) se
AMA) = 0 = p(A) = 0. Utilizaremos a seguinte versdo particular do Teorema de Lebesgue-
Radon-Nikodym.

Teorema 3.3.1. Seja p uma probabilidade em [0,1]. Entdo p é uma acip se e somente se existe
h : [0,1] — [0,1] tal que du = hdx. Se h > 0 para Lebesgue q.t.p., entdo u é equivalente a
Lebesgue.

Fixemos entdo y medida absolutamente continua em A, du = hdx com h = 0, f h(x)dx < oo.
Como T é diferenciavel, se A(A) = 0 implica A(T"'A) = 0; com isto vemos que T,y também é
absolutamente continua, e portanto dT.u = Zhdx para certa ‘Zh nao-negativa de integral
finita. Para determinar Z’h utilizaremos o teorema de mudancas de variaveis: se ¢ : A — R

continua, entao
/g{)di,u = /g{)ony = /gboThdx = / $Lhdx
mas, por outro lado

/gboThdx = /ngoThdx =

JeJ

[gboTh dx =) /J(]S-hog] - g]ldx.

Jeg

Deduzimos que

ZLh =Y hoglg]]
Jeg
=Z"h =" hegjlgy| vm=0. (3.3)
Jegm B
Definicéao 3.3.1. O operador de Perron-Frobenius associado a T é £ : C(A) — C(A) dado pela
formula anterior.

Notar: du = hdx com h € C(A) é T-invariante se e somente se Zh = h.

Procuramos, portanto, pontos fixos do operador .. Existe uma teoria geral para atacar
este tipo de problemas, porém em nosso casso vamos utilizar apenas alguns fatos classicos da
analise complexa, aproveitando fortemente a regularidade do T. A ideia é aplicar este operador
num espac¢o mais regular do que o C(A).

Seja U := (C\R)u A: U é simplesmente conexo e como f" nio tem valores criticos em
U, se ] intervalo regular a funcdo g; estende a uma funcdo holomorfa em U sem singulari-
dades, e portanto de forma injetora (univalente). Denotamos a extensdo com a mesma letra e
observamos que

- gA)=]
. g(C\R)c C\R.

Escrevemos €; = sg(g]’|A) egy = ej%(g] - £7(0)): entao g7(0) = 0 e pela propriedade de
distor¢do limitada da g; (2.1), a derivada em £7(0) é uniformemente limitada, independente de
J.
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Familias normais Seja U c C aberto. Lembremos que F ¢ Hol(U) é uma familia normal se
toda sequéncia (h,), ¢ F tem uma subsequéncia convergente em subconjuntos compactos do
U: é dizer, existe (¢p(n)), cNeh : U — C tal que

K < U compacto = sup |h(z) - hy(ny(x)|—— 0.
zeK n—00

Como consequéncia do teorema de Morera h € Hol(U), mas ndo requeremos que h €

Teorema 3.3.2 (Montel). Se F < Hol(U) é limitada em subconjuntos compactos do U, entdo é
normal.

Precisamos também do seguinte:

Teorema 3.3.3 (Principio da distor¢io de Koebe). Seja f : D — C univalente com f(0) =
0, f7(0) = 1. Entdo
2|

[f(2)] = m

Voltando no caso {g; : U — C}ey, pelo teorema de uniformizagédo do Riemann existe
uma funcéo bi-holomorfa ¥ : D — U, ¥(0) = 0; entdo F := {gjo¥} ey é uma familia de
fungbes univalentes do disco, que se anulam no origem. Pelo Teorema de Koebe F é limitada
em compactos, e como consequéncia, ¢ uma familia normal. Concluimos que {g; : U — C}e7
€ normal.

Ul

Temos g7 - €1 = i - &7; se fixamos m > 0 temos

. . Ul -
hm 1= L™ 2= ;'gﬂ = ;Ejmgf

é uma funcio holomorfa em U, e como )’ yu |J| = |A|, ela satisfaz

e A < h(x) < DM vx € A

Consideramos {h(™ := Ly™lh 1 . e observamos que novamente pelo teorema de

T m
Montel esta é uma familia normal em U, e portanto tem uma sub-sequéncia que converge
uniformemente a uma fung¢io ht € Hol(U), que satisfaz

e O < hr(x) < 2 vx € A
Como Zh(m = p(m) h"'T‘]l, deduzimos que Zht = ht; deduzimos

dur :=hr(x)dx x€A (3.4)
é T-invariante, como ht > e"©Ml a medida é equivalente a Lebesgue. Observar também que

/.,s,ﬂmwx = / 1dT.A = |A|vm = pur(A) = |A].

'Em outras palavras, F < Hol(U) é pre-compacto
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Proposicio 3.3.1. SeﬂE € Ba étal que T'E = E, entdo ur(A) € {0,|Al|}. E dizer, o sistema (T, ut)
¢ ergodico.

Demonstragdo. Suponha que pr(E) > 0: necessariamente A(E) > 0 e portanto quase-todo ponto
xo € E é ponto de densidade (Teorema de Lebesgue),

. MEn(xg-€,x +€)
lim =

e—0 2€

1.

Fixamos € > 0 e para m = 1 seja ] = l(m) € J™ o intervalo que contém xp. Pelo Corolériom
(parte 2) temos lim,,—,c u(m)| = 0, assim que se m é suficientemente grande, como x; ponto de

densidade temos que
U(m) n E¢|

o
onde escrevemos E° = A\ E. Utilizando agora Lema com g = gy e como E° é T-invariante,
temos

U™ B Jg(E) | cyalE]

) 18(A)| Al
Isto implica que
@ >1- e — 1,
A -
portanto, |E| = |A| como queriamos mostrar. [

3.4 Exponentes de Lyapunov

Lembrarque T : W — Aestadado por T(x) = N (x)(x) onde N(x) = ord(]), ] intervalo regular
maximal que contém x. Como ¢ é um parametro regular |W| = |A| (e portanto ur(W) = |A|), e

Leb(x € W : N(x) = n) = Cexp(-6n)

para algumas constantes C, § > 0. Concluimos

[ Nt = [ Nedur+ [ Nhr(dx < nla] - Ce < oo
w N=<n N>n

Por outro lado, ¢(x) = log|T’(x)| também ¢é integravel: temos |f/| < 4 e portanto, pelo

Corolario[3.2.1]

-GylA] - mlog(1 - ¢1) = ¢(x) = N(x)logd = /Iog | T’ (x)|dur(x) < oo.

Consideramos os valores médios

2B, denotam os Borelianos em A
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Definicio 3.4.1. Seja S : [a,b] = I — I com derivada continua e que preserva uma medida y
(finita).
1. O exponente caracteristico de S é o niimero

s = = [ TogIS Golduto),

2. O exponente de Lyapunovem x € I é

. 1 n
xs() = lim sup — log (") (x)

n—oo

e dizemos que x é regular se o limite anterior existe em x.

Observar que
n-1

1 1
~log (8" ()| = — ) log|s'(sx)]
n n o

e portanto, pelo teorema ergodico (Birkhoff) temos

p{x el : y(x) existe e y(x) = As}) = p(I).

Em particular se p é equivalente a Lebesgue podemos trocar y por A na igualdade anterior
(observar que em geral Lebesgue néo é S invariante).

Voltando ao nosso caso, observemos que um cuidado adicional é necessario para iterar T.
Definimos parax € Wn T'W n . T-k-Dy,

k-
Ni(x) := Y N(T/(x)) = T¥(x) = fNO(x).

—_

(-

Proposicao 3.4.1. Temos At >0

Demonstragdo. Pelo Corolério I(T™) (x)| = exp(-Co]A])(1-¢1)™™, e portanto se x é regular,

1
1-

1
Ar = lim —log |(T™Y (x)| = > 0.
m—oo m C
[

Vamos agora utilizar um argumento tipico de teoria ergddica, para deduzir o expoente de
f conhecendo informacdo do mapa de retorno. Definimos Ay := 1)\% Como o tempo de retorno
ao intervalo A é maior ou igual a 2, temos N7 = 2 e

AT = 2/1f/1p > 0.

Pelo teorema ergodico, para Lebesgue q.t.p.,

lim %Nk(x) = Nr

k—o0
Jim - log|(T7)|(x) = Ar = jbm Ni(x) Y
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Consideramos Ny < n < N, e utilizamos que |f’| < 4 para obter

log [(f™1Y| = (Njs1 — n)log 4 < log |(f")'| < log|(f™*)'| + (n - Ni)log 4,

Ni(x)  _

1, finalmente obtemos
Nk+1 (x)

e como limy

Corolario 3.4.1. Para Lebesgue quase-todo x € A,

1
lim = log|(f") (x)| = As > 0.

n—oo

3.5 Acip paraf

Vamos utilizar yr para construir uma acip para f. Lembrar que I, = [-f, f] é 0 maximal inva-
riante da f. O procedimento é padrio: se ¢ € C(I) definimos S¢ : W — R com

S¢) = Y, $(f().

0<j<N(x)

Claramente [S¢(x)| = |¢|-N(x), e portanto é integravel com respeito a pr. Definimos o funci-
onal linear

1) = / Sdur

Entdo yf é um funcional linear positivo (limitado) em C(I), assim define uma medida finita que
denotamos pela mesma letra. Temos

(1) = / N()dpr(x) = | AN
Afirmagao: O suporte de i é [f.(0), f2(0)]

Demonstracdo. Como c é regular necessariamente f,(0) < ! (se nio for assim, néo teriamos
intervalos regulares de ordem positiva dentro do A), e similarmente f*(0) > —a. Entéo,

supp(ps) = () £11(A) = [£(0), £2(0)] = fuA) u F2(A).

n=0

Para ¢ € C(I) podemos calcular

S(¢of) =S¢ + ¢oT — ¢ = pp(S(¢f)) = py(9)
e yif é f - invariante.
Afirmacio: y é f ergédica.

Demonstragdo. Se E < [f.(0), f2(0)] é f-invariante, E’ := E n A é T-invariante, e portanto
pr(E n A) € {0, 1}. Isto implica que p¢(E) = {0,1}. n

E claro também que py € absolutamente continua com respeito a Lebesgue. Na péagina
11 de [1]] se calcula a densidade com respeito a Lebesgue (é utilizar o teorema de mudanga
de variaveis), porém nao necessitaremos isto para o que segue, exceto mencionar que iy é
equivalente a Lebesgue em [£.(0), f2(0)].
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Capitulo 4

Propriedade de Markov e Parametros
Fortemente Regulares

4.1 Sinopse

Neste capitulo comecaremos a estudar a dependéncia da dindmica do f. com respeito ao paréa-
metro ¢. Como ¢ = f.(0) é a imagem do ponto critico, a (pré)-orbita deste ponto é de central
importancia no estudo.

« Construiremos uma sequéncia (¢™)s2 € [-2, -3/2] tal que
- ¢ € (™D, (M implica ¢™ € (a™, a(™V) e portanto f,|[e, 0] mapeia m vezes de
forma Markoviana sobre A (é dizer, cobre completamente), e
- limy—e cm = g,
— Para ¢ € (™), (MDY M é o primeiro retorno de 0 a A.
+ Depois em estudaremos as sequéncias (a™ = a((c)),, (@™), de pré-imagens do
ponto fixo a,
f(@™(c) = =" V(e) o™ <0vn
fc(&(n)) =" 5o

(ver figura (4.1).

« Na proposicao veremos que para n € [2, M - 2], os intervalos C; = [a™V, &@"]
e C, = -C, contidos em A = [a, -] sdo regulares de ordem n; mais ainda, C, sdo os
Unicos elementos em J de ordem n, e qualquer outro elemento de .J tem ordem maior
que M.

« Depois introduziremos um conceito fundamental: intervalos fortemente regulares. Co-
mecaremos definindo
N(©) := M, T(0) := £(0).
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Se T(0) pertence a algum intervalo regular ] € JX, podemos definir, para 0 < k =< K,
T*1(0) := T*(T(0)). Denotamos como J(k) o elemento de J tal que T*(0) € intJ(k), e

como Nj a soma de Birkhoff
k-1

N := Y N(T(0)).
0

Dessa forma, Tk(O fc ), para0 < k< K + 1.

Definicio (4.3.1] . Um parametro ¢ € (c™, (M=) ¢ dito fortemente regular se T(0) €
N T~K(W) e a sequéncia (N(T*(0))) satisfaz, para todo k = 1

k=0
3 N(T) <2 N N(TY0)).

O<i<k O<i<k
N(Ti(0))>M

Para estes parametros, as voltas do ponto critico para o intervalo A acontecem, em sua
maioria, nos intervalos regulares simples C,. Também introduziremos uma definicédo
similar para uma parte finita da orbita critica (Defini¢éo [4.3.2).

« No final da se¢do daremos estimativas para as derivadas dos ramos inversos da f, para
intervalos regulares (até o nivel K). Veja proposicdo

4.2 Propriedade de Markov para o retorno

Apresentaremos agora uma das ideias centrais da prova. Perceba que a imagem de A por f, é
[f:(0), «], sendo 0 o ponto critico, e portanto ¢ = f,(0) o valor critico; é de esperar assim que a
orbita de ponto critico seja especial em nosso estudo. Pela definicéo,

(2, 015 [, a1 B = [, f2(0)]

Observe que se ¢ = f.(0) > a'V(c) temos B ¢ A com inclusio estrita, para f.(0) = a(c) temos
igualdade, e para f.(0) < aV(c) a segunda imagem do intervalo [, 0] por f. cobre completa-
mente A. Assim, para ¢ < a(c) temos a propriedade de Markov: f*([a,0]) > A.

Podemos continuar; definimos a sequéncia (a™(c)), de pré imagens de @, de forma que

£(@(c) = -a" V), ™ <0vn,

a9(c) := alc). A sequéncia (a™ = a'™(c)), é decrescente e tende em n a -5, como pode ser
observado pelo método grafico de iteragdes.
Denotamos ¢ o parametro tal que £2(0) = —a(c) (temos @ < —%) e seja a®(c) < 0 tal que

fo(@P(c)) = —aW(c). Para parametros tais que a'?(c) < ¢ < ¢? temos

fella(e), 0]) = [, a(0)] > [aV(c), a(c)]

fA(a(0),0]) = a(c),ff(o)] > A

f2(a(e), 0])
é dizer, a funcio f|[a(c), 0] cobre uma vez A de forma Markoviana. Procedendo indutivamente
desta forma obtemos uma sequéncia (¢™) sz € [-2, -3/2] tal que
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o« c € (™D M implica ¢ € (a™(c), ™ V(c)) e portanto f.|[0, a(c)] mapeia m — 1 vezes
de forma Markoviana sobre A, e

o limpy_yeo ¢™ = —2.

A continuacéo apresentamos os detalhes. Verifica-se que, para ¢ € [-2, 0] as fun¢des R,,(c) =
a™(¢) sdo definidas indutivamente como

Ryu(c) = —=\-Rp-1(c) - ¢
1-+1-4c
Ro(¢) = ————
2
Com isto deduzimos com uma induc¢do simples que R, : [-2,-3/2] — [-2,-3/2] e portanto
tem um ponto fixo ¢™V € [-2, -3/2]. Observemos também que

A Ry(x) = €[1/3,1/2] sece€[-2,-3/2],

1
V1 -4c
€ cComo
1
acRm = _ﬁ(l + acRm—l)s

m

se d.Ry,-1 € [-2,-3/2] temos

d:R 1(14—1) !
< — —) = -
cmT 3 2’ 2
d:R 1(14—1) !

> — —-)=-.
Ty 373

Concluimos que d.R,, € [1/3,1/2] para todo n = 0. Em particular, como a derivada em
todo ponto é menor que 1, pelo teorema de valor médio ¢™*? é o tnico ponto fixo de R,.
Definiremos entfo, para ¢ € [-2, -3/2], a sequéncia (c¢\™),, para m > 1, como raiz da equacio
a™(c) = ¢. Denote gn(c) = Ru(c) - ¢ e observe o seguinte:
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. a funcio g; tem uma tGnica raiz em [-2, -3/2], essa raiz é igual a ¢?. Além disso, para
qualquer parametro ¢ € [-2, ¢?], temos que o ponto critico £.(0) = ¢ € [-2, a®(c)], pois
gi(c) > 0.

« Indutivamente, para m > 2, a funcéo g,-; tem valor positivo em ¢ = -2 e negativo em

¢ = ™, e possui raiz tnica ¢™ € [-2, ™ V], Além disso, para qualquer pardmetro
¢ € [-2, ¢™], temos que o ponto critico f,(0) = ¢ € [-2, 2™ V(c)], pois gm(c) > 0.

Dessa forma, a sequéncia (c¢\™),, esta bem definida. Além disso, temos para qualquer m,
lgm(=2)| = | max((gn))|(c'"™ +2) e |min(g,,)’|(c"™ +2) < |gm(~2)|. Como sera visto na Observacio

. T .
4.2.1] |gm(-2)| = 4sin 37" Assim,

< c(m)+258sin2L

T
6 sin’ .
3.2m 3.2m

Portanto, a sequéncia (c\™),, converge a -2 e, mais que isso, temos para algum C > 0

Lymodm g cqm, (4.1)
C

A partir daqui, dado M € IN, estudaremos o comportamento das func¢des para os pardmetros
¢ € (cM), M1 Pelo que vimos anteriormente, para ¢ € (™, c™1), os primeiros pontos da
o6rbita do ponto critico satisfazem:

aM-1 - £.(0) < aM-2)
— M) < fn0) < —aM paral<n<M

a < fM(0) < -a.
Assim que M é o primeiro retorno de 0 a A.

4.2.1 Dinamica de f, para c € (c™, (M)

Para estes parametros, podemos definir para qualquer natural 0 < n < M a sequéncia (&™),
de pré-imagens do ponto fixo «a da seguinte forma:

fc(&(n)) = g i a™ <o

Assim, &V = a. Obtemos, entio, a seguinte particao do intervalo I:

Observacio 4.2.1. Para ¢ = -2, temos:
fo(x2cos6) = (2cos 0)? — 2 = 2(2cos® § - 1) = 2co0s20 e

f-2(£2sin 0) = -2 cos 26.
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Figura 4.1: Particdo pelas pre-imagens do ponto fixo.

Logo, os valores das pré-imagens definidas do ponto fixo a(-2) = -1 sao:

T 2
oW = —2cos —, a™ = -2sin .
n 3.2n

Com isto, ndo é dificil notar que ¢ = -2 é um parametro regular, e mais, ¢ = =2 é um pardametro
também sera um pardametro fortemente regular definido em[4.3.1]

Proposicio 4.2.1. Para c € (¢M), ¢M-1)

, existe C > 0 tal que as seguintes relacdes valem:
1 Blc)+c=Ca™M

2. C'4™ < a™(c) - £.(0) < C4™", para0<n<M -2,

3. C2"< @) =C27", para0<n<M-1.

Demonstragdo. Note que ¢ — f(c) + ¢ é uma funcdo decrescente com raiz em ¢ = -2, pela
inequacdo (4.1), a primeira estimativa esta garantida.

Por definicio da sequéncia (c(™),,, temos que a™~D(c) < £.(0) < a™~2)(c), portanto para
0<n<M -2, temos

a(c) - £(0) = a(c) - &™) (c) = 47| A],

pois M ([a™V(c), a™(c)]) = Ae|f/| < 4 em [-f,B]. Além disso, a derivada da funcio
g(c) = a™(c) - ¢ é negativa e g(-2) = 4sin®

3 gnil’ portanto g(c) < g(-2). A segunda desi-

gualdade est4 garantida.
A terceira é uma implicacdo direta da relacio |@™(c)| = \Ja("(c) - ¢ e da segunda desigual-
dade. [

Proposi¢io 4.2.2. Para c € (c™), ¢ M), valem as seguintes afirmagdes a respeito de f.:
1. Para todo natural n, os intervalos [a(”), a("‘l)] e seus simétricos sdao regulares de ordem n;

2. Paran € [2, M - 2], os intervalos C; = [@"™V,@™] e C; = ~C; contidos em A = [a,-a]
sao regulares de ordem n.

3. Para n € [2, M - 2], os intervalos C;, sdo os unicos elementos em J de ordem n. Qualquer
outro elemento de J tem ordem maior que M.

Definicdo 4.2.1. Os intervalos C,;, C,, da proposi¢do anterior serdo chamados de intervalos regu-
lares simples.
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Demonstragdo. Note que f"|[a™, a""V] é um difeomorfismo em A. Defina 6, como a pré ima-
gem de 0 por este difeomorfismo.

1. Temos que a extensdo de f a (-f, 6,-1) é um difeomorfismo em (f;(0), ) que contém A,
pois ¢ < aV). Por simetria de f" temos o resultado.

2. Paran € [2, M-2], tome a vizinhanga (a", 6,_,) do intervalo [a"™), o\"?] = f.(CZ). Per-
ceba que (™, 0,_,) é um difeomorfismo em (£,(0), —~aV)) > A e que £, ((a™, 6,_5))
tem duas componentes cada uma sendo uma vizinhanca de um dos intervalos Cj,.

3. Tome J € J distinto de C, para n € [2, M - 2], por definicdo do conjunto J os inte-

riores destes intervalos sdo disjuntos. Portanto J ¢ [&™?, -2, o tempo minimo
de retorno ao conjunto A para os pontos deste intervalo ¢ M — 1 para Cy;_; e M para
(&(M"l), —d(M’l)), a unicidade dos intervalos regulares simples em .J com sua respectiva
ordem esta garantida.
Se a ordem de J fosse M - 1, entdo J = Cy,_,. Perceba que f.(Cy;_, é o intervalo regular
J = [aM2 aM-2) temos entdo a inversa g]/(a(l)) = a™D < ¢ portanto Cj, , nio
possui vizinhanga sendo um difeomorfismo em Aenio é regular. Se a ordem de J fosse
M, entio J < [@M2), -gM-2] mas f.([aM2), -aM-2]) = [a, fM(0)] c A, portanto nio
existe intervalo regular de ordem M contido em A, temos o resultado.

Queremos limitar o conjunto de pontos que nio sdo n-regulares em A, para isto iremos
apresentar algumas limitagGes para as derivadas das iteracdes de f, em certos intervalos. Para
¢ € (M, cMD) x ¢ I, defina:

he(x) == (B(e)” - x*)™'

Assim, a derivada de f, satisfaz

. hx) Ble)+c\
e >><“ < >

ny/ —on he(x +C 1
ey ol =2 h(fc())H( (fc(x )

Proposicdo 4.2.3. Para os seguintes intervalos regulares, valem as limitacdes a respeito de suas
derivadas:

1. Paran > 0, x € [a™(c), 2" V(c)], temos:

In|(fY (x)| - ln<2nhch(jcf6(”3(6)x))>‘ < Cna™,

2. Paral<n<M-1,x€Cy:

ny/ n hC(x) n-M
ln|(fc) (X)| -In <2 hc(fcn(x)))‘ <C4
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Demonstragdo. Ambas derivam da relacéo

ny/ n ﬂ( +C
ln|(fc)(x)|—ln(2 c(fc )‘ Zl( ¢ ))2>

Para a primeira afirmacio, temos que para x € [a™(c), 2" V(c)], [fi(x)| = |a(c)| para 0 =

. Blc)+ ¢
i < n,portanto In | 1+ *—

P ( ()2
4,2.1

Em relacdo a segunda afirmacéao, temos que para x € C,,n € [2, M - 2] o mesmo ocorre
para f!(x), exceto para i = 0 que pela desigualdade 3 da proposicdo tem mo6dulo maior que
C™127", e portanto, pelo mesmo raciocinio anterior temos o resultado. n

> < C(B(c) + ¢), temos o resultado pela afirmacéo (1) da Prop.

4.3 Parametros Fortemente Regulares

Apesar de que o ponto critico 0 ndo pode pertencer a nenhum intervalo regular, como M ¢é o
primeiro tempo de retorno do ponto critico a A, nds definimos:

N(©) =M, T(0) :=f"(0
Suponha que T(0) € ) T~K(W) para algum natural K, i.e., T(0) pertence a algum intervalo
0<k<K

regular J € JX. Podemos entiio definir, para 0 < k < K, T¥*1(0) : = T*(T(0)). Denotamos como
J(k) o elemento de J tal que T*(0) € intJ(k), e como Nj a soma de Birkhoff

Dessa forma, T%(0) = fCN"(O), para0 < k< K + 1.

Definicdo 4.3.1 (Parametros Fortemente Regulares:). Um parametro ¢ € (¢™, M=) ¢ dito
fortemente regular se T(0) € T~K(W) e a sequéncia (N(T*(0))) satisfaz, para todo k = 1

k=0

3 N(T) =2 S N(T(0)).
O<i<k O<i<k
N(Ti(0))>M

Dessa forma, para estes parametros, as voltas do ponto critico para o intervalo A acontecem, em
sua maioria, nos intervalos regulares simples C;.

Também fazemos esta defini¢cdo para uma parte finita da orbita critica.
Definicdo 4.3.2. Um parametro ¢ € (c™, M) ¢ dito fortemente regular até o nivel K se

TO0) € (| T K(W) e a inequacio acima vale para1 < k < K.
0<k<K
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Perceba que para um parametro fortemente regular c, se N(T*(0)) > M, quer dizer que
T*(0) ndo pertence a nenhum intervalo regular simples, isto ¢, T*(0) € (@2, -a™-?) que
pela Proposi¢éo tem tamanho = 27M, e portanto

k 2~ VM

Dessa forma, para que N(TX(0)) seja maior que M, é preciso Ni > 2YM), isto ¢, todos os
retornos de 0 para A acontecem em intervalos regulares simples até o iterado 2V
4.3.1 Dinamica de f. para parametros fortemente regulares até o nivel K:

Lembre-se que aqui, estamos considerando sempre o parametro ¢ € (¢, (M-1),

Definicao 4.3.3. SeT(0) € ) T~K(W), construiremos uma sequéncia decrescente de intervalos
0<k<K

encaixantes B(k) contendo o ponto critico f.(0). Defina B(1) := [a™™D, oM-2)], intervalo regular

de ordem (M - 1) contendo £.(0). Para1 < k < K, sendo J(k) € J tal que T*(0) € J(k), defina

indutivamente o conjunto pelo seu ramo inverso:

8B(k+1) = &B(k)°&I(K)> B(k + 1) = gpk+1)(A),
Assim, B(k + 1) é regular de ordem N1 — 1 e também contém f.(0)
Também limitaremos as derivadas para estes intervalos.

Proposicio 4.3.1 (Condicio de Collet-Eckmann). Se ¢ € (™, (M=) é um parametro forte-
mente regular até o nivel K, entdo temos paral < k < K + 1, e para todo x € A

M
he(x)

Demonstragdo. Seja gp) = gp(1)°8)(1)° " °&J(k-1)» para 1 < k < K + 1, defina:

< CMIN;.

In (|(gB(k)) (x)] ) + (Ng - 1)In2

Xk = X5 Xe-1 = &I (k-1)°81(k)(X)s * X1 = g1(1)° "+ °&J(k-1)(%),

teremos portanto gp(1)(x1) = gp(k)(x) e por defini¢do dos intervalos J(£) temos que x; € A para
¢ € [1, k]. Dessa forma, utilizando a regra da cadeia, teremos

(g0 ()] = [(gay) (x1)-(gr1)) (32)- -+ (&g (ie-1)) (%),

e portanto

, he(gin (x)
In (sz g (1= 205 )'

In <2M-1|<g31 Y(x) gB"”l)x» )

k-1
+
=1

h.
(z"fd" (gye) Geenr) (f"f))‘
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Pela proposicao [4.2.3| parte (1), temos a limitacdo para o primeiro termo:

Ry =|In <|(g31 ’(x)| C(gB ) ))) +(M-1)In2| < CMa™,

Para limitar os termos referentes aos intervalos J(£), analisaremos os casos para J(£) intervalo
regular simples e para J(¢) # C,, i.e., os intervalos nao simples.

Pela mesma proposicéo, parte (2), temos que se J(£) é um intervalo regular simples com ordem
ord(J(¢)), entdo para todo x € A

he(ge)(x)) ord(H(E)—
ln(|<gf<f>>’<x>|,f“(2) +ord(J()ln2 | = C4UOM
E portanto
« ord(J(£)) , he(xe) & ,
Ro= Y |In|2 (g70) (x[+1)|h(x ) < CaM Y 4 {e | ord(J(0)) = i}
=1 c\Af+1 i=1

J(¢) simples

M-2 'Nk
sca™My 417 < CM™'N,.

Por outro lado, se J(£) é um intervalo regular qualquer, teremos:

Lema 4.3.1. Para todo ] € J existe C > 0 tal que se x € A, temos

he(g;(x))
W =< Ord(])lnz + C.

In (I(gf)'(X)l ) + ord(J)In2

he(g(x))
he(x)

temos |(g7)’| = 47°U) pois |f/| < 4 em [-f,B]. Além disso, como (g7)’ é continua em um

compacto, temos |(gy)’| < C. Com isso, temos a estimativa do Lema. [

Demonstragao. Como ambos x e gj(x) estdo em A, o termo [n é limitado. Além disso,

Portanto, para os termos associados aos intervalos nao simples J(£) # C,, 0 < ¢ < k, pelo
fato de que o parametro c é fortemente regular até o nivel K, temos:

Sl (25900 g E C+ N(T(O))
= n Xe+ +
ns £ 8J(¢) £+1 hC(X{q]) VA
J(@0)#Cs C:
< (1 + CM Y2 YM(N, - M)
Temos, enfim, Ry + R; + Rys < CM™!Np. n
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Capitulo 5

Parametros Fortemente Regulares
sao Regulares

5.1 Sinopse

O objetivo desta parte é demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 5.1.1. Existe um natural N tal que para todo M > N qualquer parametro fortemente
regular ¢ € (¢, M-V ¢ também um parametro regular.

O resultado é natural, porém técnico. De todas as formas, os argumentos deste capitulo
serdo utilizado também no seguinte.

5.2 Intervalos singulares

No resto deste capitulo estudaremos o valor de Leb({x € A : x nao é n-regular}) para cada
natural n. Denotemos A, = f,"({a, —a}) (cf. Lema|3.2.1).

Defini¢iao 5.2.1. Dado um natural n > 1, um intervalo S ¢ A com pontos de fronteira consecu-
tivos em A, é dito n-singular, se S ndo esta contido em nenhum intervalo regular de ordem < n.
Denotamos o conjunto de intervalos n-singulares como Sin(n).

Observacio 5.2.1. Perceba que o conjunto {x € A : x ndo é n-regular}, o qual queremos limitar,
é igual a unido disjunta dos intervalos n-singulares.

Note que qualquer intervalo regular J = [y, y*] de ordem N também tem seus pontos de
fronteira como dois pontos consecutivos em Ay. Além disso, sua vizinhanca associada j =
(y~, ") satisfaz j~ < y~ < y* < y* pontos consecutivos em Ay (ver Lema[3.2.1).

Vamos refinar agora a parti¢do dinamica definida pelas pre-imagens do a; vamos definir

primeiro J uma vizinhanga intermediaria de J, de modo que J ¢ J c J. Para isto, definiremos a
sequéncia (&), da seguinte forma:
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Para n impar (resp. par), defina ™ como o elemento de A, imediatamente & esquerda (resp. a
direita) do ponto fixo a. Dessa forma,

GO = —a: g = 0((1); @ = &(2); fc(&(nﬂ)) _ &("), Vi = 0.

Definimos A := (&®), -&), satisfazendo assim A ¢ A c A. Para um intervalo regular J de
ordem n, definimos J como a imagem g](/i), dessa forma, os pontos de fronteira de J sio os ele-
mentos de Ay.3 imediatamente a esquerda e a direita dos pontos de fronteira de J satisfazendo
Jelel.

Queremos compreender o comportamento dos intervalos n-singulares para um parametro
¢ € (c™), (M1 Para 2 < n < M - 2, devido a natureza dos intervalos regulares simples e pela
proposigéo [@™, -&™] é o tinico intervalo n-singular. Para n = M - 1 ou n = M, existem
3 intervalos n-singulares que sio Cj,_, e [@™™V, -gM-1].

Analisaremos indutivamente os intervalos n-singulares para n > M. Para isto, definimos a
sequéncia decrescente de intervalos do ponto critico 0, para k = 1, defina

A(k) == £ B(K));  A(k) 1= £ U(B(K)),

onde B(k) sdo os intervalos definidos em e B(k) = gB(k)(A).

Pela definicdo dos intervalos B(k), temos que A(k) € Sin(Ny); é igual a componente conexa
de A\Ay, que contém 0. Os pontos de fronteira de A(k) sao os pontos imediatamente 4 esquerda
e a direita dos pontos de fronteira de A(k) em Ap,.3.

A partir de agora, e para o resto desta secdo, estudaremos os parametros ¢ € (c(M), c(M’l))
que séo fortemente regulares até o level K.

Definicdo 5.2.2. Para um natural n = M + 3 tal que Nx + 3 < n < Nk, + 3, dividiremos o
conjunto Sin(n) em trés categorias. Um intervalo S € Sin(n) é dito central se S c¢ A(K); periférico
se S e A(1) tém interiores disjuntos; e lateral se S < A(1)\A(K).

5.2.1 Intervalos Singulares Centrais

Daremos, primeiramente uma restricio para a quantidade de intervalos deste tipo. Em seguida,
apresentaremos as limitacdes para o tamanho destes intervalos.

Proposicio 5.2.1.

1. SeJ(K) é um intervalo regular simples, entdo existem, no maximo, 9 intervalos n-singulares
centrais.

" . ~ . , . -VM . .
2. Se J(K) nao é simples, entdo existem, no maximo, 2CNk2 intervalos n-singulares centrais,
para uma constante C > 0.

Demonstragdo. Lembramos da restricdo 3 < n - Nx < ord(J(K)) + 2.

1. Analisaremos supondo que gpk) preserva orientagdo, o caso contréario é analogo. Sa-
bemos que qualquer intervalo n-singular central S estd contido em A(K) e portanto
S* 1= f.(S) esta contido em f.(A(K)) = [f.(0), y], em que y é o ponto de fronteira a
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direita de B(K).Além disso, ou 0 € S e dessa forma £,(0) é um dos pontos de fronteira de
S*, ou seus pontos de fronteira sdo consecutivos em A,_;.

Com isto, como B(K) é regular de ordem Nx - 1, & := fNc71(S*) c [fNk(0), -&®] com
pontos de fronteira consecutivos em A,_y,, ou tendo ¢ (0) como um de seus pontos de
fronteira. Pela restricdo em relacdo a n, e como J(K) é simples, temos que n - Ny < M e
portanto A,_n, < Ay Avaliaremos, portanto, o pior caso em que A,_n, = Ay e J(K) =
Crr-

A primeira opcdo para o intervalo S é uma vizinhanga de 0, ndo havera nenhuma restricéo
para sua existéncia. Caso 0 ¢ S, podemos concluir que os pontos de fronteira de S’ sdo
de fato dois pontos consecutivos em Ay;. Dessa forma, teremos duas opc¢des para este
intervalo,ele sera M-singular, ou M-regular.

Suponha, primeiramente, que S’ = fN¢71(S*) € Sin(k) para algum k < M. Entdo, como
visto anteriormente, ou &’ = Cj,_, ou §’ = [@™-D, —aM-1] o que nos da seis opcdes
para S.

Suponha agora, que S’ nio ¢ singular para nenhum natural k < M. Entdo existe um
intervalo regular J de ordem m < n - Nx < M tal que S’ c J. Dessa forma, se f%(0)
nio pertence a vizinhanga J correspondente, podemos afirmar que os dois intervalos
11 (gBx)(J)) sdo regulares de ordem Nx + m < n, um deles contendo S. Porém, isto
contradiz o fato do intervalo S ser n-singular e, portanto, nido pode ocorrer.

O que nos traz nossas duas tltimas opcoes, se f¥¢(0) € J, nio havera restricdes para a
existéncia de S e, portanto, teremos mais duas possibilidades para S, totalizando nove.

. Por ser uma restricio mais grosseira, a ideia ¢ mais simples. As imagens, por f¢ dos pon-
tos de fronteira dos possiveis intervalos S pertencem a A,_y, como visto anteriormente.
A cardinalidade de A,y é, no maximo, 2n-N+1 o por hipdtese, n— Nx +1 < ord(J(K))+3.
Como c é fortemente regular até o level K, temos portanto que a cardinalidade de A,_n,
é, no maximo, 2C27WNK . O que, com uma diferente constante C, também é uma restricdo
para os possiveis intervalos S.

Para limitar o tamanho dos intervalos singulares centrais, basta limitar o tamanho dos

intervalos A(K), de fato temos:

Proposicdo 5.2.2. Paral < k < K + 1, 0 tamanho do intervalo A(k) satisfaz

o 1
In|A(k)| + E(Nk + M)In2 | < CM !N,

Demonstragdo. Cada componente C de B(k)\B(k) tem seu tamanho controlado pelo tamanho
de B(k):

B(k) < CIB(k)|, |C| = C"|B(K)|.

E portanto, pela relacio A(k) = fc‘l(fi(k)), temos:

C™YB(k)|"* = |A(K)| < CIB(K)|"2.
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Precisamos, portanto controlar o tamanho de B(k), pela Prop. [4.3.1] temos a seguinte relagéo:

hc(x) B
l o) - 1 < CM'Ng,
n|(ga)) (x)| - In <2(Nk1)hc(gB(k)(x))) ‘ ¢
e, portanto
hc M o hc X -1
(x) Lo CM'Ne _ 1850 ()] = &) Lech

20N D R (gp(p) (%)) 20D (g (%))

Como x € A vale que C! < h(x) = C; além disto, como B(k) c [aM~!, «™?] pela inequacio
(3) de proposigéo temos que C~12M < he(gp(x)) < C2M. Com isto, temos que:

1o~ (NitM) _ he(x)

< < C2~(Ni+M),
2D he(gpiy(x))

Concluimos que

C*lzf(NkJrM)efCM’lNk < |gé(k)(x)| < Cz—(NkJrM)eCM’lNk‘ (51)

Como o tamanho do intervalo A é limitado, encorporamos este valores a contante C e teremos
a mesma limitagdo acima para |B(k)|, assim pela relacio entre |B(k)| e |A(k)| teremos:

~15—(Ng+M) ~CM™'N; 1z it ~(Ng+M) _CM™'Ni 12
c2 e < |A(k)| = ( C2 e ,

com mais algumas manipulacdes temos o resultado. [

Corolario 5.2.1. O tamanho total dos intervalos singulares centrais de ordem n, denotado como
E.(n), satisfaz

Ec(n) < |A(K)| < 2—1/2(NK+M)2CM’1NK
5.2.2 Intervalos Singulares Periféricos

Para estes intervalos, iremos relacionar os intervalos singulares em Sin(n) a outros intervalos
singulares periféricos de menor ordem. Com isso, teremos a base para o passo indutivo que sera
necessario adiante. Lembramos que estamos supondo ¢ € (¢™), ¢M~1) parametro fortemente
regular até o level K tal que Nx +3 = n < Ng41 +3

Proposicio 5.2.3. Sejam By o intervalo regular [a™~?, aM~3)] de ordem M - 2 e S € Sin(n) um
intervalo singular periférico. Entdo S* : = f.(S) satisfaz que:

e ouS" = gp,(S"), para algum intervalo S* € Sin(n - M + 1);
e ouS" = gpogc,; (S), para algum intervalo S* € Sin(n - M - 1).

onde C; € o intervalo regular simples [—&(2), -a].
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Demonstragdo. Lembramos que, por definicdo dos intervalos periféricos, S ¢ Cy;_; u Cy,_; €
portanto S* < By, além disso seus pontos de fronteira sdo consecutivos em A,. Utilizamos
agora o mesmo raciocinio da parte (1) da prova da proposigéo Note que §’ := fM-2(5%) c
CM’Z(BO) = A e os pontos de fronteira de S’ sdo consecutivos em A,_y1, temos entdo duas
opgoes:

« Se §’ é (n- M + 1)-singular, entdo S’ = S" e S = gz, ().

« Se ndo, entdo S’ < J, para algum J, € J, perceba que a unica possibilidade para J, é o
intervalo regular simples C;, para qualquer outra possibilidade o ponto critico fcj 0) € Jo
paral < j < M-1, fazendo com que a componente de f.(gp,(Jo)) contendo S seja regular,
contradizendo o fato de S ser singular.

Mais que isso, como S nio intersecta intA(l), entdo §’ c [—07(2), —5((4)], e portanto, S* :=

FA(S") = fM(S*) < [@?, —a]. Basta, entio, mostrar que S* é (n — M - 1)-singular.

De fato, os pontos de fronteira de S* sdo consecutivos em A,_p_; e, como
M-1(0) € [-a,-aV], entdo para qualquer J, € J em [@®,-a] o ponto critico nio
pertence a gc; (Jo), fazendo com que a componente de f; (g, °gc; (Jo)) contendo S seja
regular. Portanto S* € Sin(n - M - 1).

Precisamos, também, de uma limitacdo para o tamanho total dos intervalos singulares pe-
riféricos de ordem n, denotado como E,(n). A partir daqui, denotamos como E(n) a soma do
comprimento de todos os intervalos n-singulares.

Proposicdo 5.2.4. A medida total dos intervalos n-singulares periféricos satisfaz
Ey(n) < C27ME(n- M - 1).

Demonstragao. Primeiro relacionaremos os tamanhos de S com S*. Como S ¢é periférico, ele
tem seu interior disjunto ao interior de A(1), dessa forma pela Prop. com k = 1, temos que
|S*]

+
gyfgglx y|

para todo x € S, |x| = C7'12M. Como S* = £.(S), temos a relacio |S| = , e portanto

5] < ¢ 12M|s7).

Sabemos que ou S* = g5 (5") para §* € Sin(n-M+1)ou S* = gp ogc; (S") para §* € Sin(n-M-1).
By = [a™M-2), ™3] logo pela Prop. parte (1), temos que para todo x € A:

2(M_z)hc(gBo (x))

Utilizando o mesmo raciocinio da demostracdo da Prop. [5.2.2] temos que pela Prop. [4.2.1] para
todo x € A, C712M < h.(gp,(x)) = C*M, logo

Inl(gg,) (x)] - ln<hc‘x>>‘ < (M - o)™,

he(x)

7 o c4M
2(M_z)hC(gBo (X))

ClgM <

39



Pelas duas relagdes acima, temos para todo x € A
~In(C4a™) - c(M - 247 < In|g}, (x)] < In(C4™) + C(M - 2)47™.
Concluimos que para M suficientemente grande e uma diferente constante C:

|85, (%) = CaMCHMM=2) _ og M,

s

. Como E(n) é uma sequéncia nio crescente, temos a seguinte relacdo:

Como |g¢.(x)| < C, temos também [(gs,°gc;) (x)| < C4™. Obtemos assim |S*| < C4™
portanto |S| < C27M|$*

, €

Ey(n) < C2M(E(n-M+1)+E(n-M -1)) < C2ME(n - M - 1).

5.2.3 Intervalos Singulares Laterais

Consideraremos agora os intervalos S n-singulares contidos em A(1)\A(K), lembrando que es-
tamos considerando ¢ € (™, ¢M~1) fortemente regular até o level K. Para cada 1 =< k < K, os
pontos de fronteira do intervalo A(k) pertencem a A Ne+3 €, portanto, como os pontos de fron-
teira de S pertencem a A, e por nossa restri¢ido Nx+3 < n, temos que S © A(k) e SnintA(k+1) = @
para algum k < K.

Definic¢ao 5.2.3. Seja k = k(S) o maior inteiro tal que S c A(k), dizemos que k é o level de S. O
level ¢é estacionario se A(k) = A(k + 1).

Perceba que nunca teremos B(k) = B(k + 1), mas eles podem ter o mesmo ponto de fronteira
a direita e, com isso, teriamos A(k) = A(k + 1). Isto acontece apenas quando J(k) = C; se gp()
preserva a orientacao, ou J(k) = C; se gp) inverte a orientagdo. No entanto, pela forma como
sdo definidos, os intervalos A(k) e A(k + 1) nunca serdo iguais.

Assim como foi feito para os intervalos periféricos, iremos relacionar os intervalos n-
singulares laterais, com os intervalos singulares de ordem inferior. Na proposicdo a seguir,
consideramos D* := [¢®%) e D™ = -D* que sio regulares de ordem 3.

Proposicio 5.2.5. Seja S € Sin(n) lateral de level k estacionario, entdo:

* Se gp(k) preserva a orientagdo, entdo existe um intervalo S* € Sin(n — N - 3), contido em
[&@?, —a] tal que S* := f.(S) é igual a 8B(k)°&D-(S).

* Se gp(k) inverte a orientagdo, entdo existe um intervalo S* € Sin(n - Ni - 3), contido em
[P, —a] tal que S* := f.(S) é igual a 8B(k)°&D+(S).

Demonstragdo. Provaremos o caso em que gpx) preserva a orientacao, o outro caso sera analogo
e pode ser encontrado no texto do Yoccoz [[1I]. Note que como k(S) é estacionario, entdo J(k) =
C; tem ordem 2 e, portanto Ni,; = N + 2.

Temos que S ¢ A(k) e SnintA(k+1) = @, entdo S* = f,(S) ¢ B(k)\B(k +1) e, pela observacio
anterior, o intervalo S’ := ch (st e [-a®), -a®] e tem pontos de fronteira em A,_y,. Com
isso, basta que S* := £3(8’) c [@?, —a] seja (n — Ni - 3)-singular.
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De fato, os pontos de fronteira de S* pertencem a A,_,-3, além disso, como f?’k(o) € G,
entio fCN“z(O) € A, logo fJVk“(o) € [f:(0), a]. Dessa forma, se S* c J, para algum J; € J,
como S* := f3(§’) c [@?, -a] entdo J # C; e pela observagio anterior a respeito do ponto
Net3(0) temos que ele ndo pertence a Jo, fazendo com que a componente de f; ' (gp)°gp- (o))
que contém S seja regular, chegando a uma contradicgo. [

Proposicio 5.2.6. Seja S € Sin(n) lateral de level k ndo estacionario tal que gp ) preserva (resp.
inverte) a orientagdo, entdo:

* ou existe um intervalo S* € Sin(n - Ny) tal que S* : = f.(S) é igual a g (S");

e ou existe um natural ny € [2,ord(J(k)) + 1] e um intervalo S* € Sin(n - Ny — ng) tal
que ST = gp)°gy,(S’), onde Jy € o intervalo regular de ordem ny cujo ponto de fronteira a

esquerda (resp. a direita) esta imediatamente a direita (resp. a esquerda) defCNk(O) emAy,.

Demonstragdo. Assumiremos que gp ) preserva a orientacao, o caso contrario é analogo. Como
o level k é nio estacionario, sabemos que J(k) # C;. Além disso, S c A(KNA(k + 1), e portanto
S* < B(k)\B(k + 1). Como ch"fl(B(k + 1)) = J(k) e gk preserva orientacdo, temos que S’ :=
ch “(S) esta contido na componente a direita de A\J(k). Mais que isso, S’ nio pode estar em
[~a,-&®] = D7, pois sendo, como J(k) # C;, teriamos que £ H(gp)(D")) seria regular contendo
S. Concluimos entiio que S’ c A\J(k) com pontos de fronteira em A,,_ Np-

Se S’ é (n- Ni)-singular, entdo fazemos S’ = S* e temos o primeiro caso. Assumimos, agora,
que $’ néo é (n— Ni)-singular e, portanto, esta contido em um intervalo Jy € J que é regular de
ordem = n - Ni que, por nossas restri¢des, ¢ menor ou igual a ord(J(k)) + 2. Perceba que pode
haver mais de um intervalo nessas condicdes, por isso escolheremos J; sendo o menor deles,
isto é, aquele de maior ordem a qual denotaremos como ng e faremos S* : = f"(5).

Afirmamos que S* é (n — Ni — ng)-singular. De fato, os pontos de fronteira de S* estdo em
Ap-N,-n,- Suponha que existe J; € J tal que S c J;, teriamos entdo que gy, (/1) seria regular, de
ordem maior que a ordem de Jy, contendo S, o que seria uma contradi¢iio com a nossa escolha
para Jp.

Por fim, para a afirmacéo sobre os pontos de fronteira de J, é preciso que fCN *(0) pertenca
a Jo para que 11 (gx (b)) ndo seja regular contendo S. Além disso, ch ¥(0) ndo pode pertencer
a Jo, pois neste caso teriamos que J(k) estaria estritamente contido em J; tendo ordem menor
que a ordem de J, contrariando o fato dos elementos de .J serem maximais. Concluimos entéo
que f?’ *(0) pertence a componente a esquerda de JoVo € portanto o ponto de fronteira de J; esta
imediatamente a direita de ch k(0). [

Precisamos, agora, limitar o comprimento destes intervalos. Para 1 < k < K, denotamos
como E;(n, k) a soma do comprimento dos intervalos n-singulares laterais de level k.

Proposicao 5.2.7. Para k level estacionario, temos que E;(n, k) satisfaz

Ep(n, k) = C27V2WNerM)pCM N gy _ Np — 3),
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Demonstracio. Como S* = f.(S), temos que |S| < C|S*|V2. Pela Prop. , S = gpky°gp=(S")
para S* € Sin(n - N - 3). A derivada |gp:(x)| = C para todo x € A, e pela inequacéo da
Prop. , temos a limitacéo de | gg(k)(x)L concluimos que para todo x € A:

Nen) A
(8B0°gD=) (x)] = C2~NietM) CM N

Portanto:
|S| < C2—1/2(Nk+M)2CM‘1Nk S
[
Proposicio 5.2.8. Para k level ndo estacionario, temos que Ey(n, k) satisfaz
Ee(n, k) = Cord(J(k))2 V2WNe+MoCM Nepy _ N,y - 1).
Se J(k) é simples (ord(J(k)) < M), temos uma melhor estimativa:
Ep(n, k) = C27V2WNirM)pCM Nepny _ N - 1),
Demonstragao. Da mesma forma que nas provas das Prop. [5.2.7, podemos deduzir que
|S| < CZ—I/Z(Nk+M)2CM71Nk|S/|,
para S’ = CN"(S). Neste caso, temos que ou S’ € Sin(n — Ni), ou existe um natural ny €

[2,0rd(J(k)) + 1] e um intervalo S* € Sin(n - Ni - ng) tal que S* = gp()°g;,(S), onde Jy é o
intervalo regular de ordem ny. Como a ordem de J; esta limitada, podemos assumir |Dgj, | < C,
e teremos

|S| < Cz—l/Z(Nk+M)2CM’lNk S

Lembrando que para cada ny, existe uma tnica opg¢éo para o intervalo Jy, e pelo fato que
E(n) é uma sequéncia nio crescente, teremos o primeiro resultado.

O segundo, vem do fato mostrado na Prop. de que Jp é o intervalo com pontos de
fronteira imediatamente ao lado de fCN *(0) em Ap,, 0 que quando J(k) é simples s6 nos da uma
unica opcéo para (Jo, ng). [

Com isso, podemos limitar o comprimento de todos os tipos de intervalos n-singulares.
Proposicao 5.2.9.

1. Para2 < n < M - 2, temos que para todo c € (C(M), c(le))

E(n) = [[@™, -&™]| < 4sin ——
(n) =|[a a™]| sin —

2. Assuma c € (cM), (MDY parametro fortemente regular até o level K. Seja 6 € (0,1/2). Se
M = My(0) entdo para todo M - 2 < n < Nk, + 3 vale que

E(n) < 270"
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Demonstragdo. 1. Para2 < n < M - 2, o tnico intervalo n-singular é [&™, -&™]. Para
¢ = -2, pela Observacio [4.2.1} temos que seu tamanho ¢ 4 sin 57;. Pela Prop. este
tamanho cresce a medida que nos aproximamos do parametro ¢ = —2, assim temos o
resultado.

2. Para 2 < n < M - 2, temos pelo item (1) que

T 45

-n/2
3.2 < 32 < 3.2 .

E(n) < 4sin

Para M - 2 < n < 2M -9, como E(n) é decrescente, temos que

16
E(n) < E(M -2) < TZ_M <2:M _ pn2

Agora, assumindo n = 2M - 8 e, substituindo K por um inteiro menor se necessario,
podemos assumir Nx + 3 < n < Nk, + 2, avaliaremos cada tipo de intervalo n-singular
por vez.

Para os intervalos n-singulares centrais, temos pelo Corolario que
Ee(n) < 271/2(Nk+M)2CM "Nk Teremos

2(CM'1—1/2)NK—M/2 < 2729~ 0(Nk:1+2) —
(CM™ - 1/2)Nx - M/2 < —=O(Ng41 +2) - 2 —
O(Ng.1 - Ng) = (1/2 - 0 - CM™")Ng + M/2 - 2 - 26.

Temos duas opg¢des, se J(K) é simples, entdo (Nk.; — Nx) = M - 2, e para M suficiente-
mente grande O(Ng.; — Nx) = M/2 - 2 - 26. Se J(K) é ndo simples, como o parametro é
fortemente regular até o level K, temos (Ng+1 — Nk) = ZWNK < (1/2- 0 - CM™")N para
M suficientemente grande. De ambas as formas, a inequagio sera valida e concluimos
pela hipétese imposta a n:

9=00Nk1+2) _ 1o-6n

E.(n) <

==
| =

Em seguida, para os intervalos n-singulares periféricos, pela proposicéo e utilizando
a hipotese de indugio para E(n - M - 1), temos

Ep(n) = C27ME(n - M - 1) = C27M270(n=M=1),
Como 6 € (0, 1/2), podemos ver que
27 Onp0MA)=M 0 o 9=0n 5=M2 ¢
e portanto para M suficientemente grande teremos E,(n) < iZ’(’”.

Por fim, para os intervalos n-singulares laterais, comparando as proposicoes e5.2.8]
observamos que a limitacdo para E,(n, k) é mais grosseira para o caso em que o level k
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é nio estacionario e, portanto, podemos usar esta limitacdo para todos os casos. Utiliza-
remos a hipétese de inducéo para E(n — Ni.1 — 1) e teremos dois casos. Primeiro quando

J(k) é nao simples, i.e., ord(J(k)) > M, teremos pela prop.

Ee(n, k) = Cord(J(k))2 V2NetM oM Ne gy - N,y - 1)

< Cord(J(k))2V2WNirM) g CM™ Ny 5 =0(n-Nie1 1)

Perceba que Ni,; = Ni +ord(J(k)) e, como o pardmetro ¢ é fortemente regular até o level
K, temos ord(J(k)) < 2~ me. Reorganizando a expressdo temos:

E((n, k) < Cz—@nZG—M/2290rd(](k))2(9+CM'1—1/2)Nk ord(](k))

< C2—0n20—M/22(9+CM’1+2’W—I/Z)Nkz— me.

Para M suficientemente grande, temos (0 + CM ™! + 2~ VM _ 1/2) < 0, pois 8 € (0, 1/2). Com
isso, teremos para algum C > 0:

Ep(n, k) = C270np0-M/29-CNig=VMpNp

yo - -1 -
Portanto, basta notar que a série ), 27 N2 me converge, teremos:

1—n
> Elnk) < 2 0

1<k<K
ord(J(k))>M

Agora, se J(K) é simples (ord(J(k)) < M), pela Prop. [5.2.8| temos para M suficientemente

grande:
Ee(n, k) < C2 V2N M)gCM Nepy _ N — 1)
< szl/Z(Nk+M)2CM71Nkzfe(ankal)
< C2—0n29—M/220rd(](k))2(0+CM‘1—1/2)Nk
< C2—9n29—M/22(9+CM'1+2'm—1/2)Nk
< C9-0ngb6-M/25-C'N.
Portanto:

1—n
> Elnk) < 2 0

1<k<K
ord(J(k))<M

Corolario 5.2.2. Para M suficientemente grande, parametros fortemente regulares em (¢, ¢(M-1)
sdo regulares.
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Capitulo 6

Espaco de Parametros

6.1 Sinopse

Agora temos uma base quase completa para a prova de uma das afirmacdes do Teorema de
Jakobson. O objetivo desta secdo é provar que

Leb(An[-2,-2+ ]

Py Leb([-2,-2+¢])

isto é, o parametro ¢ = -2 é ponto de densidade do conjunto de pardmetros estocasticos.

6.2 Entendendo o Espaco de Parametros

Comecamos relembrando as caracteristicas do conjunto A,(c) = f, "({za(c)}) apresentado na
Definicéo para cada pardmetro c este conjunto tem como elementos os pontos que se-
rdo denotados como §(c), pré-imagens do ponto fixo a(c). Relembramos também a sequéncia
(c\™),,, apresentada na introducio da seciio 4, em que c(™ = o™ D (cM),
Faremos uma particio do espaco de pardmetros ¢ € [-2, ¢®] definindo o conjunto, para
n>1:
An = {c€[-2,cP]| £1(0) = xa(c)}.

Para cada natural n, A, é um conjunto finito A, € Ay, Além disso, pela definicdo da sequéncia
(c'™),,, temos que:
AZ = {C(Z)}a A3 = {6(2): 0(3)}a

e os pontos ¢, D 30, respectivamente, os dois menores pontos em An e, portanto, o inter-
valo (¢, ¢("1) é uma das componentes conexas de R\A,. Agora, para todas as componentes
limitadas de R\A,, denotadas U, faremos uma interpretacdo da relagio entre os paradmetros
ceU.

Proposicio 6.2.1. Seja U uma componente conexa limitada deR\A,, e ¢y um parametro arbitrario
em U, temos para n > 2 que:
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1. Existe uma tnica fungdo continua (3, c) — 6(c) com dominio (5, c) : Ay(c)x U — R, que

satisfaz: 6(cy) = &, para todo § € Ay(cy) e; fo(5(c)) = b1(c) sempre que f,,(5) = J;.

2. Paracada é € Ay(cy) fixado, a fungdo ¢ — 5(c) é analitica em U e se estende continuamente
para cl(U).

3. Para todo ¢ € U, § € Ay(cy), I(c) é diferente de 0. Além disso, se 6 € A,_1(cp), (c) é
diferente de f,(0) = c.

4. Para cada c € U fixado, a funcdo § — 5(c) € injetiva e sua imagem é Ay(c).

5. Seja ] = [y~, y*] um intervalo regular para f., de ordem k < n. Entdo, para todo ¢ € U,
[y~ (¢), y*(c)] é um intervalo regular para f, de mesma ordem k. Diremos que estes intervalos
sdo correspondentes pela fungao.

Demonstragdo. 1. Fixados ¢y € U e um natural n, faremos uma construcéo indutiva das
fungodes (4, ¢) — 5(c) com 6 € Ar(cy), 0 < k < n.

« Para k=0, Ag(cy) = {za(c)}. Definimos de forma intuitiva, (a(c),c) — a(c) e
(-a(cp), ) — —a(c). Esta satisfaz as propriedades requeridas.

« Suponha que a func¢io (§,c) — &(c) esta definida para Ag(cy), com k < n. Seja
5 € Ars1(co) < An(co), faga & 1= 8% + ¢y = f,,(8) € Ar(co), temos &;(co) < fo,(0). U é
aberto e conexo, e seus pontos de fronteira sio consecutivos em An, portanto nao
intersecta k + 1(cop). Portanto, &(c) > f.(0) = ¢ para todo ¢ € U, e entdo podemos
definir &(c) unicamente tal que:

é(cp) = 9, 5(c)* = 8i(c) - £.(0).

2. Pela forma como a funcéo é construida, podemos perceber, utilizando o mesmo argu-
mento que para as funcdes o™ (c) apresentado na secio 4, que as funcdes 5(c) sio anali-
ticas e se estendem continuamente a cl(U) assim como a'™(c) se estende a (c"*V), ¢M).

3. Assim como no argumento utilizado na afirmacéo (1), dado § € A,(cy), ndo pode existir
¢ € U tal que 8(c) = 0, pois nesse caso teriamos que ¢ € A,, contradizendo o fato de U ser
uma componente conexa de R\A,.. Além disso, se § € A,_1(c;), ndo podemos ter 8(c) = c,
pois sendio também teriamos ¢ € A, chegando 4 mesma contradicio.

4. Fixado ¢ € U, se a func¢éo § — d(c) com dominio A,(c) néo for injetiva, entdo existe um
natural k, sendo este o menor natural possivel tal que a restricédo desta fung¢éo ao conjunto
Ai(cp) também néo é injetiva. Dados § # &’ € Ar(c), tais que &(c) = §(c), temos, pela
minimalidade de k, que para k + 1 a funcéo sera injetora e portanto f, (8) = f, (&)
Concluimos assim que § = -&’ e portanto, &(c) = -8(c), isto é, §(c) = 0, contradizendo a
afirmacio feita no item (3).

Pela forma como a funcio foi definida, para todo § € A,(cp), o ponto §(c) pertence a A,(c)
para todo ¢ € U, como essa funcéo é injetiva a cardinalidade de A,(c) é no minimo igual
a de Ap(cy). No entanto, como o ponto ¢ é escolhido de forma arbitraria em U, temos
que esta cardinalidade é constante no intervalo U. Portanto, a imagem de § +— d(c) é

An(c).
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5. Sejaj = (y7, ") o intervalo corresponde a J, os pontos y* pertencem a A, 1(¢cp) < An(co).

Dessa forma, como J é k-regular, para qualquer 0 = j < k os intervalos éo (J) ndo contém

o ponto critico. Pela afirmacéo (3), o mesmo ocorre para os intervalos fcj (y(c), 77 ()

para todo ¢ € U.Além disso, os pontos y*(c), y*(¢) € Ag.1(c), concluimos assim que
[y~ (c), y*(c)] também é regular para f. de mesma ordem k

L]

Podemos agora entender a relacio entre os pardmetros contido em um intervalo U. Seja
M um natural grande o suficiente tal que vale o Corolario e n = M, tomaremos U como
uma componente de R\A,, contido em (™, ¢™V) e ¢y € U um parametro arbitrario.

Suponha que existam inteiros M = Nj < -+ < Ng,1 < neparacadal < k = K o intervalo
J(k) = [ye,vi] € J(c) de ordem N,y — Ni contém o ponto fc{}’k(o) em seu interior. Pela
proposi¢do anterior, para todo ¢ € U o intervalo [y, (c), y{(c)] € J(c) é regular de mesma
ordem e o ponto fCN *(0) esta em seu interior.

Se, além disso, ¢y é fortemente regular até o level K, teremos que o mesmo sera verdade
para todo ¢ € U, uma vez que a ordem de todos os intervalos J(k) sdo iguais até K.

Defini¢do 6.2.1. Seja ¢ € (<™, <MD parametro fortemente regular até o level K. Denotaremos
a componente de R\An,.,, que contém cy como U(K). Todos os parametros ¢ € U(K) sdo fortemente
regulares até o level K.

Dado U(K), pela afirmagéo (5) da proposicdo anterior, a sequéncia M = N; < -+ < Nk
é a mesma para todos os pardmetros em U(K). Para k < K, existe um unico intervalo U(k)
de parametros fortemente regulares até o level k que contenha U(K), este sendo exatamente a
componente de ]R\AN,M. Precisamos, entdo, entender como um intervalo de pardmetros forte-
mente regulares U(K - 1) se divide em intervalos da forma U(K) e intervalos “ruins" em que
os pardmetros nao sdo fortemente regulares até K.

Avaliaremos entéo o intervalo U(K - 1). Suponha que algum parametro ¢y € U(K - 1) é
fortemente regular até o level K, teremos entdo que TCIg (0) = C]:K (0) pertence a algum intervalo
regular denotado J(K) € J(c). Pela suposi¢io para ¢, a ordem ord(J(K)) é sempre menor ou
igual ao ntimero N, este sendo:

N* - M -2, seNK<2mM
K 127YM(1 - 27 VMY (Ng - M)], se N = 2¥MM.

Fixado um parametro ¢y € U(K-1), consideramos a parti¢io do intervalo A = [a(c), —a(co)]
feita pelo conjunto Ay+ n A em intervalos Ny -regulares pertencentes a J (cy) e Nj-singulares.
Denotaremos como:

A(NE) = Aygn A= {a< d® << WMD) oo _gWM2) oo 50 ¢ —a}.
Pela Prop. existe uma funcéo continua (y, ¢) — y(c) com dominio em A(N})xU(K-1),

tal que para cada ¢ € U(K - 1) os pontos {y(c), y € A(N})} formam uma parti¢io do conjunto
A = [a(c), —a(c)] em intervalos em J (c) de ordem < N} e intervalos Nj- singulares.
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Definimos o conjunto
MUK - 1) = {c€ UK - 1) |3y € AN} tal que £%(0) = y(c)}

de pardmetros em U(K - 1) que definirdo uma particdo para este conjunto com a mesma ideia
do conjunto A, apresentado anteriormente.
Utilizando a mesma ideia da afirmacéo (5) da Prop [6-2.1] seja V uma componente de

U(K - 1)\A(U(K - 1)). Quando ¢ varia em V, o ponto fC ik (0) mantém-se no mesmo intervalo J*
(regular ou singular) que séo correspondentes pela funcdo. V serd um intervalo de pardmetros
fortemente regulares até o level K ou nio de acordo com a ordem do intervalo J*, teremos:

. Se J* é Nj-singular, V é uma componente ruim de U(K ~ 1)\A(U(K - 1)). Nenhum paré-
metro em V é fortemente regular até K.

« Se J* é um intervalo regular simples, V é um intervalo de parametros fortemente regu-
lares até o level K, teremos Nk.,; = Nx + ord(J*).

« Se J* é regular néo simples, V poderé ser de ambas as formas, dependendo apenas da
ordem do intervalo J*, teremos que V sera um intervalo de parametros fortemente regu-
lares até K se, e somente se, essa ordem satisfizer

ord()(1 -2 < 2 Mg = M) = D (N - N,
1<k<K
Ni+1-N>M

Lembramos que a sequéncia Nj até o inteiro K é a mesma para todo ¢ € U(K - 1), e
teremos também para ¢ € V que Ng,; = Nx + ord(J*).

Com estas ideias entendidas, podemos entdo fazer uma clara relacdo do tamanho dos in-
tervalos Nj-singulares de um pardmetro ¢y € U(K - 1) com o tamanho dos intervalos V que
serdo ruins, mas para isso, precisamos entender o comportamento das fun¢des que relacionam
estes tamanhos.

6.2.1 Estimativas no Espaco de Parametros
Proposicio 6.2.2. Seja ¢ € (c™), M) lembramos que B(1) = [a™M™V, aM-2] ¢ o intervalo

regular de ordem M — 1 contendo f.(0) e C, sao os intervalos em J (c) regulares simples.

1 Para0<n<M,x€A:

d 1 0 1
—a(c) - ~| = Cna™; — - —|= cMa™M
a0 gson -
2. Para25nsM—2,x€A:
—~(" < Cc2" ig(;z(x) < Cc2"
e T )
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Demonstragdo. 1. Consideremos uma sequéncia xo, -+, Xp-1, *** » Xp, - para f. de forma que
xZ,, + ¢ = x, € Xpi1 > 0 para todo n com x € A.

Note que a afirmacio é verdadeira para n = 0, supondo verdadeira para n, pela relacao

de recorréncia temos

0Xp. 1 ox

o 1), (6.1)
ac 2xp41 \ OcC

0Xpe1 1 1 ox, 1 2 (1 1
+ - = + - +=-=- .
ac 3 2xp.1 \ 0dc 3 3\2 xp1

Pelas Proposig¢des e[4.2.1] temos que |x, - 2| ~ 47" e supondo a inequacéo valida para

E, portanto

X
n, temos L % < Cn4™", concluimos:
ox 1
MLy 2 < C(n+ 1)a (D),
Jdc 3
Para a primeira inequacio faremos x, = —a(c) e teremos x, = —a'™(c), para a segunda

faremos x, € A qualquer e teremos —x,,_; € B(1). O que conclui a prova.

2. Utilizaremos a mesma ideia que na afirmacéo (1), fazendo a sequéncia xp, -+, x5, -+ , Xp1—2
temos a mesma relagdo que na equacio (6.1).

Para a primeira inequacio fazemos x, = —af(c) , teremos x; = aV paral < j<ne
0 2

Xne1 = @™, temos pela afirmacio (1) que % ~ %

Para a segunda inequacio faremos x, € A qualquer, X € [-a¥),-aU*V]paral=<j<n-1,

1

o
xp € [, aM], e x,.1 € CZ,,. Pela prova da afirmacio (1), temos que % ~ oz,
c

n+l: 3

Em ambos os casos, pela Prop. temos |@™| ~ 27" para 2 < n < M - 2. e portanto

|%ns1] = 27D, Concluimos que
1 dxy, _q
2XxXp41 \ OC

< C2"(2/3) = C2™1,

O0Xn+1
ac

Para a inversa associada a um intervalo regular J qualquer, temos uma estimativa mais
grosseira.

Proposicdo 6.2.3. Seja J] um intervalo regular. A inversa g; associada a ] satisfaz para todo
x € A:
< C4or0),

d
‘acgj(x)
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Demonstracdo. Seja n := ord(J), x € A, tomaremos a derivada com respeito ao pardmetro ¢ da
identidade f’ogj(x) = x, pela regra da cadeia, teremos:

< o) ogy(x )> '%gJ(XH%"gJ(X) =
a(f!)
ox

> C1J|"! = ' em J. Além disso, o mapa (x, ¢) — (f.(x), c) tem

a(f")
dc

Por}4.3.1} teremos que

norma < 4 em [-2, 2] x [-2, 0] e portanto <4"emJ.O que conclui a prova. [

Agora podemos estimar bem os pontos em A(U(K - 1)).

Proposicio 6.2.4. Seja UK -1) € (c™), ¢M-D) ym intervalo de parametros fortemente regulares
até o level K — 1. Para todo parametro ¢ € U(K - 1) vale que para qualquer intervalo regular
J € J(c) de ordem < N}, os pontos de fronteira y* do intervalo gg(J) satisfazem:

<C2™M,

0 . 1
]acy ©-1

Demonstracdo. Pela forma dos intervalos regulares teremos gpx)(J) regular de ordem ord(J) +
Nk, com pontos de fronteira y*(c) = gpk)°gy(+a(c)), denotaremos gpx)°gy como gp(x.1) € tere-
mos 5

SB(K+1 98B(K+1
O8N () = EED () 2

0
— [gpwsny(za(c))] = e —

dc

. da .. . : ~ ~ o .
Assim, teremos que — ¢ limitada (ver introducdo da se¢do 4) e pela limitagdo imposta a

ordem do intervalo J, podemos utilizar a proposicédo e teremos:

’agB (K+1) < (- (Nic+ord(J)+M) o CM™ (N vord()))

N(2a)| =

Agora, precisamos estimar %, faremos isto utilizando inducdo em k. A relagio de
c

recorréncia é a seguinte:

I8B(k+1 _ 98B(K) gy + OgB(k) g 98k
ac gc W ax 0 5

onde J(k) é o intervalo regular em A contendo fCN *(0). Pela Prop. temos:

9&B(k) o
ox |

(Nk+M)2CM’1Nk.

Para J(k) simples temos sua limitacdo pela Prop. [6.2.2] parte (2). Para ndo simples, temos as
limita¢des da Prop. e o fato de que ord(J(k) < 2!~ MN pois c é fortemente regular até
K - 1. De qualquer forma, teremos:

’9g3<k) 9810)| _ ry-N1-cM),

xSl
. . N . 98B(1)
Utilizando estes resultados na relacdo de recorréncia juntamente com a limitacdo para
da Prop. [6.2.2] temos o resultado. [
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6.2.2 Medidas no Espaco de Parametros

Agora, temos a base completa para entender as medidas no espaco de parametros e relaciona-
las aos parametros fortemente regulares.

Proposicio 6.2.5. Sejam U(K - 1) = (c7, c*) um intervalo de parametros regulares até o level
K - 1 contido em (¢™, (M), ¢y € U qualquer, e BKK) = (y~, y*) o intervalo regular de ordem
Nk - 1 que contém o valor critico f,,(0). Seja Nj; assim como definido na subsegao anterior e J (o)
¢ o conjunto de intervalos regulares (para f.,) de ordem positiva contidos em A que sdo maximais
com esta propriedade. Teremos:

1. Vale que y™(c”) = fo-(0) e y™(c*) = fe+ (0

2. Seja ] € J(cy) um intervalo regular de ordem < N e gg)(J) = [y;. v ] Entdo existe um
intervalo [c;, ¢;] < U(K - 1), que é ou um candidato ou de fato um intervalo de parametros
fort. regulares até K, tal que o valor critico f.(0) satisfaz:

fe(0) < y; () parac = c<cj,
fe(0) = y; () parac = cj,

¥y (¢) < £e(0) < yj (c) parac; <c<cj,
1e(0) = ¥ (¢) parac = cj,
1e(0) > ¥/ (c) parac’ <c>j.

Demonstragio. Faremos por inducéo em K. Para K = 1, temos por definicio U(0) = (¢, cM-1)
e B(1) = [a™MV, a™-2], pela forma como a sequéncia (c!™),, foi definida na seciio 4, temos
M) = M- (M)y o (M1 = gM=2)((M-1)) e para todo ¢ € U(0), £.(0) € (a™D(c), aM-2(c))
como queriamos.

Assuma agora que K = 1 e que U(K - 1) = [¢7, ¢"] satisfaz a afirmacédo (1) para B(K) =
[y~ v'] Sejacy € UK - 1), tome J € J(c) de ordem < Ni e ggxy(J) = (7, v/ ] Temos pela

orle) _ 1‘ < C27M logo para M suficientemente grande tal que esta derivada

dc 3
seja positiva, garantimos a existéncia de cj, ¢; com as propriedades da parte (2) da afirmacéo.

Pelo fato de J ser um intervalo regular, garantimos que [c;, ¢f] € de fato ou candidato, ou
um intervalo de parametros fortemente regulares até K. Por fim, pela forma como a fungéo é
definida na Prop. garantimos a parte (1) para K. ]

Prop. [6.2.4|que ‘

Para entender como o intervalo U(K - 1) = [¢7, ¢*] definido como na Propl6.2.5] se divide
em intervalos de parametros fortemente regulares até K e intervalos “ruins", vamos estender a
ideia desta Prop. a todos os pontos em Ap(cp), para ¢y € U(K = 1) um parametro qualquer e n
um natural em [2, N{]. Sejam

()

)/0_:0(<}/6r:0~( SYl—<Y1+S"'5Yr_:_&(2)<Yr+:_

os pontos em A, tais que para i € [0, r], os intervalos [y;, y;"] sdo exatamente os regulares em
J (co) de ordem < n. Além disto, teremos que ou y; = y;,, e neste caso os intervalos regulares
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sdo adjascentes, ou, se sdo diferentes, o intervalo [y}, y;;,] € a unido de intervalos n-singulares
consecutivos.

Assuma que gpk) preserve a orientacio para ¢y (o caso sera analogo para a inversdo da
orientacio). Pela Prop. existem parametros

- _ - + - + - + _ o+
C=¢C<C=<C<C=<+=<C<C=C

em U(K - 1) tais que paratodoc€ U(K -1),0 < i< r:

H+

) =y () = c=¢

c

0 > yi(e) = c>c

c

fHO) < () = c=<c

~N —H o~

Precisamos, portanto, entender o tamanho dos intervalos (c;, c;, ), nos quais os parametros
possuem o ponto fNk(0) em um intervalo n-singular.

+ —

Lema 6.2.1. O tamanho dos intervalos (c}, c;,,) € limitado por:

- - + Civ1 ~ CiJr : - +
C' max (yii(0) - ¥/ (e) = =F——= = C_min (y;,1(c) - 7' (0)).

c€lcf.cipq] ct-c¢ c€lcf,ciq]

17+l

Demonstragao. Pela Prop. [6.2.4]os pontos de fronteira y*(c) de B(K) satisfazem, para M sufici-
entemente grande, 1/4 < dy*(c)/dc < 1/2 para ¢ € U(K - 1). Logo, para qualquer ¢* € U(K - 1),
vale que:

¢ = (@) -y (@)
= (1) = @)+ (@) =y @)+ (7€) -y ()

S =) () -y (@),

IA

Obtemos ¢" - ¢~ = 2(y" - y7)(¢") e, analogamente, temos também ¢* — ¢~ = frac43(y™ - y7)(¢").
Da mesma forma, obtemos para qualquer ¢* € U(K - 1):

4 - + * + - - + *
g(gB(K)"Yin - 8B(K)°Yi W)= ciy-¢ < z(gB(K)O}/iH — 8B(K)°Yi )(c).

A inequagdo do Lema resulta entdo da propriedade de distorcdo limitada de gpx) (ver Secdo
2.4). [

Com isso, nos falta limitar a soma do tamanho de todos os intervalos do tipo (¢;, c, ). Para
isso, faremos uma demonstracdo analoga a Prop. com algumas mudancas.

Sejam U c (¢™), ¢M-1D) um intervalo de pardmetros fortemente regulares até o level K > 1,
e num natural tal que M - 2 < n < Ng,q + 3.

Seja S(cp) = (y (), y*(cp)) um intervalo n-singular para f, para algum ¢y € U. Temos,
entdo que S(¢) = (y~(c), y*(c)) é n-singular para todo ¢ € U, como ja visto anteriormente. Com
isto, defina:

ISl + = max [S(c), EnU):= Y Sl

S n-singular
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Proposicio 6.2.6. Seja 0 € (0,1/2). Se M é grande o suficiente, entdo E(n, U) < 27",

Observacio 6.2.1. A prova desta proposi¢do usa as mesmas ideias utilizadas na se¢do anterior,
por isso é importante té-las bem compreendidas. Para 2 < n = M - 2, s6 existe um intervalo
n-singular e temos pela Prop. parte (1), que E(n, U) < 4sin

T

320"

Demonstragdo. Podemos assumir n = M + 3, pois para n < M + 3 o numero de intervalos n-
singulares € limitado e cada um deles tem tamanho < 4 sin ;7.

Dividimos, assim como na se¢do 5, em intervalos n-singulares centrais, periféricos e laterais.
Denotamos:

Eo(n,U) := > ISl

S n-singular central

e da mesma forma, Ep(n, U) e E;(n, k, U) para os periféricos e laterias, sendo que aqui k varia
de 1 até o maior inteiro tal que n = Nj + 3.
Utilizando exatamente os mesmos argumentos da Prop. [5.2.4] obtemos:

Ep(n,U) = C27ME(n- M - 1,U).
Da mesma forma as Proposi¢tes e

Ep(n, k, U) < C2 V2Nt M)oCM N gy _ N, — 3 1)),
para um level k estacionario,
Ep(n, k, U) = C27V2WNerM)pCMNe gy _ N~ 1, U).
para um level k nio estacionario sendo J(k) um intervalo regular simples, e
Ee(n, k, U) = Cord(J(k))2 V2WNerMoCM Nepy _ N — 1, U).

para um level k ndo estacionario e J(k) qualquer intervalo regular.
Para os intervalos n-singulares centrais, o Corolario nos da que qualquer intervalo

desta forma satisfaz:
||S||U < 2—1/2(NK+M)2CM_1NK'

A Prop. nos d4 uma limitacdo para a quantidade de tais intervalos que pode, entdo, ser
absorvido pela constante C, nos dando:

Ec(n, U) < 2*1/2(NK+M)2CM71NK

Com todas estas relacdes provadas, podemos entdo utilizar o mesmo argumento da Prop.
e chegamos a estimativa desta Proposigéo. [

Com isto concluimos:

Corolario 6.2.1. Seja UK - 1) c (<™, c™M=D) um intervalo de parametros fortemente regulares
até o level K - 1. Para n € [2, N}t], a medida relativa dos parametro ¢ € U(K - 1) tais que f%(0)
pertencem a um intervalo regular J(K) € J(c) de ordem < n é, no minimo, 1 - C279",

Em particular, a medida dos parametros em que fN<(0) ndo pertence a nenhum intervalo
regular de ordem < m é, no maximo, C2-9™|U|.
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Por fim, podemos entdo mostrar a afirmacio proposta para esta se¢do. Através de um argu-
mento padrdo de grande desvio mostraremos que exite um subconjunto relativamente grande
em (¢, ¢(M-1) formado por parametros fortemente regulares. Estes parametros sio também
regulares (pelo Corolario e portanto admitem uma acipergoédica, com expoente de Lya-
punov positivo. Com isso, teremos completado a prova do Teorema de Jakobson.

Proposicao 6.2.7. Seja 0" € (0,1/2) uma constante. Para M suficientemente grande, a medida

relativa em (c(M), c(M’l)) do subconjunto de parametros fortemente regulares é, no minimo, 1 -
270M

Demonstragdo. Comecamos definindo, para ¢ € (¢™), ¢M-1), a sequéncia (Xi(c))x»1 de valores
inteiros por:

« Se ¢ NAO é fortemente regular até o level (k - 1), X;(c) = 0;

« Se c é fortemente regular até (k—1), mas ch ¥(0) NAO pertence a nenhum intervalo regular
em J(c) de ordem < N}, X;(c) = N} +3 (> M);

« Se c é fortemente regular até (k - 1), e ch *(0) pertence a algum intervalo regular J(k) €
J (c) de ordem < N{, Xi(c) = ord(J(k)) é a ordem deste intervalo.

K
Perceba que para c fortemente regular até o level K > 0 vale que Nx.; = M + ), Xj. Por outro
k=1
lado, se c é fortemente regular até (K - 1), mas néo até K, teremos:
K K
3 Xi(e) = 2™ Y Xi(o),
k=1 k=1
Xk>M
K
além disto, como a ordem de qualquer intervalo regular é maior que 1, temos Y, Xi(c) = 2K.
k=1

K
Defina para cada c, as sequéncias Yi(c) := 1yx.-amXi(c), € Sk(c) := )] Yi(c). Perceba que
1

dado K = 1, se c ndo é fortemente regular até o level K, entdo Sk(c) = 21-VMp logo limitaremos
a medida do conjunto {c € (¢, (MDY | Sx(c) = zl—m}'

Sejam 0 < 0 < 6 < 1/2 constantes tais que 0 - 6 > 6" e M suficientemente grande tal que o
Corolario seja valido. Defina:

C(M—l) B
I(K) := / 205 g
)

Temos dois casos:

« Em um intervalo V de parametros que NAO sio fortemente regulares até (K - 1), temos
que Xg(c) = Yx(c) = 0, portanto:

/ 205 g = / 2051 g
14 14
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« Em um intervalo U de parametros fortemente regulares até o level (K - 1), dado ¢ € U se
fNk(0) estd em um intervalo regular simples Yx(c) = 0; caso contrario M < Yi(c) < Nj +3.

Assim,
/ZQSK(C)dcs |U| + Z Zem/l{Xsz}dc
U m>M U

Pelo Corolario Ju Yixg=mydc < C279%m=1) Jogo alterando a constante C, temos:

/ZQYK(C)dc <|l1+C Z 2(6-O)m |U|
U m>M
< (1+0(0- 971200 Uy,

Dessa forma, como Sk_; é constante em U, concluimos:

/ 205K(9) g < (1 . C(G—@)’lz@’e)M) / 295k1(0) g
U

U

Concluimos: <
I(K) < (1 + (0 - ?)-1z<9-9>M) (M-1) _ (M),

Segue, pela Desigualdade de Markov:

Leb{c € (¢™), (M) | Sg(c) = Zl‘m}
I-1) _ (M) = HK

em que
_ — K
(1 +C(0 - 6)*12<9*9)M) -1

2521’ W 1

px 1=

Portanto, a medida relativa do complementar do conjunto de pardmetros fortemente re-
gulares em (¢, (1) est4 limitada pela série ¥, jix. Precisamos entio limita-la, para isto
observe que os termos pi satisfazem, para M grande suficiente:

. ParaK < 0 2™ B
Lk < C§71(9 N 5)712(979)%@

5

pois tanto o numerador quanto o denominador de ux sdo controlados para estes valores
por fung¢des de crescimento linear com relacdo a K.

A soma de todos estes termos serd menor que C§_2(0 - 0)12(0-0)M=2 VM pela condig¢do
0 < 0 - 0, tudo sera menor que %Z’Q*M para M suficientemente grande.

. Para § '2¥M < K < (§ - §)120-OM,
ux < CK(6 - 5)-12(5—9)1\42—621*@@

pois o numerador continua com crescimento linear, enquanto que o denominador cresce
exponencialmente em relacdo a K.
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. . -1 .
Para limitar estes termos os agruparemos, para cada j > 1, tome j6 2 S K < (j+
7_1 ’
1)6 2YM_ A soma de cada um destes agrupamentos sera menor que:

Cj27 49 7% - §)120-OM+2M

E portanto, a soma de todos os termos deste item sera menor que:
7_2 - _ 7_ _9;
Cco (0-10) 12(9 OM+2VM 2]2 78
j=1

Isto é menor que %Z‘Q*M para M suficientemente grande.

Para K = (0 - 6) 1200-0M.

HK < CpK, p = (1 + C(@_g)—lz@—e)M) Z—Ezlfm,

pois tanto numerador quanto denominador crescem exponencialmente em relacéo a K.
A soma destes termos é menor que
_)120-0M -
Cp(9 0)~'2 (1_,0) 1’
— , —0"'M e
observe que 1 - p = 62~ M logo toda esta soma serd menor que 22 < %2 oM
suficientemente grande.

paraM

Concluimos entiio que a série Y g < 279M. Com isso, o Teorema de Jakobson esta provado.

K=>1
| |
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Capitulo 7

Apéndice: Teorema do folkore e
acips para mapas expansores

Consideremos um mapa do intervalo f : E = [0,1] — E classe C? e suponhamos que existe uma
particdo Py = {Ej}jej, de E em intervalos com J; finito ou enumeravel, e tal que f : E; — E
¢ um mergulho. Para n € IN P; induz uma particdo P, = {f"}nej, onde para cada j € J,,
f" + E; — E é um mergulho.

Teorema 7.0.1. Suponha que existe M > 0 tal que para todo n = 0, j € ], temos

(FY ()
Fye) <M

x,y€E =

Entdo existe y acip para f.

Comecaremos fazendo algumas consideragdes gerais. Seja g : I — g(I) um mergulho de
um intervalo compacto tal que

Pelo TVM, A(g(I)) = |g’(x0)| - A(I) para algum x, € I°, e portanto
1 Ad) MI)
M A(g(D) Mg@D)

Se A < I é mensuravel temos pelo teorema de mudanca de variaveis que A(g(A)) = /, [, 18’ |(x)dx,
o que junto as desigualdades anteriores implica

1M My M
M AgD) ~ Mg(A) ~  AgD)

Demostragdo do Teorema|7.0.1, Fixamos n € IN,j € J, e aplicamos a discussdo anterior com
I = Ej, g = f". Dado B c E mensuravel, consideramos A = f~"(B) n I e usamos (7.1) para obter

xel= < |g'(x) < M

(7.1)

“n(B)n I)

1 Mf
A0 = S = MAD,
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Como A(f™"B) = 3 ¢;, A(f"(B) n Ej), deduzimos que
AMf"B) = > Af"(B) n Ej) < MA(B) )" A(E;) = MA(B)
J€Jn J€Jn

AF(B) > %A(B).

Isto é, para todo B c E mensuravel,
1 -n
MA(B) < Mf™(B)) = MA(B). (7.2)

Para k = 0 consideramos a probabilidade yy = k i 0 ' fi): por (7.2) temos que se B c E é
mensuravel,

*.Uk(B) < u(f"(B)) = Mug(B). (7.3)

Seja p qualquer ponto de acumulacgéo de (u)i: p é f-invariante e satisfaz também as desigual-
dades (7.3), portanto é equivalente a medida de Lebesgue. Isto termina a prova do teorema. =

Vamos supor agora que as particdes P, satisfazem sup{diam(E;) : j € J,} —— 0. Isto
n—oo

implica em particular que estas geram a o-algebra de Lebesgue em E, é dizer, dado B (Lebesgue)
mensuravel e € > 0 existe n e E; € P, tais que A(B 2 E) < e.

Proposicao 7.0.1. A medida y do teorema é ergodica.

Demonstragdo. Seja B c E f-invariante de medida positiva. Para uma parti¢io Q de Ee x € E
denotamos Q(x) o atomo de Q que contém x (observe que esta no¢éo estd bem definida salvo
talvez em um conjunto de medida A nula). Pelo Teorema de Densidade de Lebesgue e nossa
hipotese nas parti¢des P, temos:

A(B n P(x))
x

A-gq.tp(x) lim = 1p5(x),

e portanto dado € > 0 existe n € N, j € J, tal que

MENB)
A(E))

Aplicamos agora (7.1) com I = E;, g = f", utilizando que B é f invariante:

_AE\B) _A(M(E\B) _ ME\B) _
MEAD) =S T ey S M aE) M

Isto implica que A(E \ B) = 0, e portanto p(E \ B) = 0, u(B) = 1. [

Discutiremos agora um caso onde podemos verificar as hipdteses do teorema
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7.0.1 Distorcao

Definicdo 7.0.1. A distorcao de um mergulhog : I — g(I)emx €1 ¢é

R 4G
0w T oy

onde
ug(x) = log g’ (x)|.

Verifica-se diretamente que se f, g sdo mergulhos do I entdo

1
dfog(x) = dfog + @dg (74)
e portanto
n-1 i 1
vn = 0, dfn = kz dfofn . W. (75)
=0
1g”]

Observacio 7.0.1. Alguns autores definem dg como igual WP

Proposicio 7.0.2. Sejaf : E — E classe C? como no teoremal7.0.1, e suponhamos que existem
A>1,L >0 tais que

RS
. |df| < L.
Entdo para todon € N, j € ], temos

w1
=y <)

x,yEEj

Demonstragao. Por (7.5), |dsn| < % Notar que se g : I — g(I) é um mergulho, entdo para

todox,y €l
y v,
/ug(t)dt /g(t)dt

Aplicando o anterior com g = f" e notando que (f")" ndo troca de sinal em E;, temos o resultado.

|ug(x) - ug()’)| =

< sup|d,| -
1

< Sl;p |dg| - A(I) = sgp dg|.

Observe que se |[f’| > A > 1, sup{diam(E;) : j € J,}—— 0. Combinando o teorema e
n—oo
as Proposicoes|7.0.1] temos o seguinte.

Teorema 7.0.2 (Folklore - Adler [3])). Seja f : E — E um mapa classe C? tal que existe uma
particdo Py = {E;}jej, de E com J, finito ou enumeravel tais que:

1. f : Ej — E é um mergulho C%.

59



2. |f’| > A > 1 para algum A.
3. |df| < 00.

Entdo existe uma u acip para f; de fato u é equivalente a A e o sistema (f, p) é ergddico (portanto
U € a unica acip de f).

O teorema anterior é valido baixo condi¢bes mais gerais (veja por exemplo [4],[5]]).
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